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Ondas EM no Espaco Livre (Vacuo)
As consideracdes do meio espaco livre (vacuo) sdo as seguintes:

e Condutividade: 0 = 0 (§/m) ou 0 K we
e Permissividade: ¢ = gy (F/m)
e Permeabilidade: u = py (H/m)

em que w = 2rtf é a frequéncia angular da onda.
Nessas condicbes, as equacdes de Maxwell sdo:
V-E=0
V-H=0

d
VXE= > H

9
VxH=¢goE

Devido as propriedades dos fasores de vetores estudados, podemos reescrever
as equacgoes de Maxwell no espaco livre na forma fasorial, resultando em:

V:-Dg=0
V-Bs=0
VXE; = —jowugHg
V X Hg = jweggEg

as quais sdo as quatro equacdes de Maxwell em notacdo fasorial para variacdo
senoidal no tempo no espaco livre (vacuo).



Equacido de Helmholtz para a Onda do Campo Elétrico

Dadas essas equacdes, gostar-se-ia de obter a forma senoidal de regime
permanente da equacdo da onda eletromagnética. Da equagao V X E; = —jwugHs,
aplica-se o rotacional em ambos os lados,

VX (VXE)=Vx (_jw/'LOHs)
Aplicando propriedades do operador rotacional, obtém-se
V(V-E,) — V2E; = —jwuyV X Hy

da qual, aplicando as equag¢des de Maxwell no espago livre, com V-E; =0 e
V X Hg = jweyE;, encontra-se

—V2E; = w?ugeoEs
Essa equacdo pode ser reescrita como:
V?E; = —k{E;

em que k;, o nimero de onda do espaco livre, é definido como

ko = wy/lo€o

A equacdo em destaque é conhecida como equac¢do de Helmholtz. Tomando
apenas a componente E, do fasor de vetor E, a equacgao fica

VZExs = _kgExs
cuja expansdo do operador V2 leva a equacio diferencial de segunda ordem

92 92 92

ﬁExs + a_yzExs + ﬁExs = _kgExs

Para simplificar o problema, assuma que E,;(z), ou seja, é invaridvel em relagdo a x e
y. Assim dois termos das derivadas parciais serao nulos, resultando na derivada
ordindria de segunda ordem:

dZ
—E,s = —k3E
dz2? xS 0txs

A Ultima equacdo pode ser facilmente resolvida por inspecdo, resultando em
Eys = er_]kOZ

Voltando da forma fasorial para a forma real do vetor, inserimos novamente o
termo e/“t e tiramos a parte real:

Ey(z,t) = R{E s/} = Eyq cos(wt — koz)

na qual E, € o valor de amplitude de E, quandot =0ez = 0.



Velocidade de Propagacao e Comprimento de Onda
Da equagdo da onda, sabemos que w é a frequéncia temporal em rad/s. Da

IlI

mesma forma, podemos interpretar k, como a “frequéncia espacial”, a qual mede o
deslocamento de fase por unidade de distancia do eixo z (por exemplo, rad/m). A
constante k, também é conhecida como constante de fase da onda planar uniforme

no espaco livre.

Observe que ./pog, tem valor aproximado de 1/(3 x 10%) m/s, que é o
reciproco da velocidade da luz:

c= ~3x10% m/s

1
v Ho€o

Pode-se escrever entdo ky = w/c e a equacao fica:

E.(z,t) = E,, cos <w (t - ;))

A natureza de propagacdo dos campos expressa pela equacdo de onda anterior
agora fica clara. Suponha que um instante de tempo fixo t = 0. A equac¢do anterior
fica:

z
E,(z,0) = E,, cos (—w E) = E, cos(kyz)

ou seja, uma simples funcdo periddica que se repete a cada distancia incremental A,
conhecida como comprimento de onda. A restricdo para periodicidade é koA = 2m,
portanto:
. 2r ¢ 3x108 )
= — m
ke
valida no
espaco livre (vacuo)

Suponha agora um ponto qualquer da fungao cosseno, por exemplo seus picos
positivos. A ocorréncia de um pico positivo se da quando o argumento do cosseno é
multiplo inteiro de2m. Considere o m-ésimo pico positivo da onda, essa condicdo fica:

koz = m2n

Considere agora o argumento do cosseno da onda original, variante no tempo.
Tem-se entdo:

wt —koz =m2n

Observa-se entdao que, conforme o tempo aumenta (o que acontece
naturalmente), a posicdo de z deve aumentar também para satisfazer o ponto m2n
arbitrario. Portanto, o ponto de pico positivo (e consequentemente a onda toda) se
move (propaga) na diregdo a,.



A velocidade de propagacdo, ou velocidade de fase da onda, considerando o
espaco livre, é dada pela velocidade da luz c.

As ondas resultantes da solu¢ao da equagdo de Helmholtz sdo chamadas ondas
viajantes. A dire¢do de propagacao no eixo z pode ser invertida se mudarmos o sinal
de wt + kyz na solugdo da equagéo diferencial.

Obtendo o Campo Magnético a partir do Campo Elétrico
Voltando as equagdes de Maxwell, agora que temos o campo elétrico,

Ey(z,t) = R{E s/} = Eyq cos(wt — koz)
vamos determinar o campo magnético. Dado E;, H; é facilmente obtido por
VXEs = —jopuoH;

equacdo a qual é bastante simplificada pelo fado de uma tnica componente E,(z),

dz Eyxs = —jouoHys

Usando a forma fasorial de E, (z, t), tem-se

H L1 (—jko)Exoe T*o?
= —-——"(— e
ys Jj oo JKo)Exo

g _;

= —jkoz

Hys xo |—e /e
Ho

gue na forma instantanea fica

€o
Hys(z,t) = Exo .U_oCOS(wt — koz)

em que E,, é assumido como um numero real.

Dessa solugdo, conclui-se que o campo elétrico E orientado na dire¢ao a,, o
qual se propaga na diregdo positiva a,, € acompanhado por um campo magnético H
orientado na diregdo a,,.



Impedancia Intrinseca do Espaco Livre
Além disso, a taxa de relagdo entre as intensidades de campos elétrico e
magnético é uma constante dada por

Usando teoria de circuitos, diriamos que E, e H, estdo em fase, entretanto
esse conceito se refere tanto ao tempo quanto ao espaco.

Estamos acostumados a assumir como verdade que, em problemas de circuitos
elétricos, a corrente I,,, cos(wt) tem seu valor maximo de amplitude I,,, através de
todo um ramo série de um circuitoem t = 0 s.

As equagdes de Eys(z,t) e Hys(z,t) mostram, entretanto, que o valor maximo
de E, de H,, ocorre quando w(t —z/c) é um multiplo inteiro de 27 radianos; nem o
campo elétrico nem o magnético é maximo em todos os lugares durante o mesmo
instante de tempo.

E curioso entretanto que a razdo entre as duas grandezas, ambas variando no
tempo e no espaco, seja constante em todos os lugares a qualquer instante.

Essa razao é conhecida como impedancia intrinseca, definida como

n=\/g Q)

a qual, no espaco livre, possui o valor caracteristico de

n= @=377Q=1207TQ

&o

A onda é chamada onda planar uniforme porque o seu valor é uniforme através
de qualquer plano para z = constante. Ela representa um fluxo de energia na direcao
positiva a,. Tanto o campo elétrico como o magnético sao perpendiculares a diregao
de propagacgdo, ou seja, a onda planar uniforme é uma onda eletromagnética
transversal.

Uma onda planar uniforme ndo pode existir na pratica, pois se propaga
infinitamente em pelo menos duas dimensdes e representa uma quantidade infinita de
energia. O campo distante de uma antena transmissora, entretanto, é essencialmente
uma onda planar uniforme dentro de uma regido limitada; por exemplo, um sinal de
radar colidindo com um alvo distante é aproximadamente uma onda planar uniforme.

Embora tenhamos considerado apenas uma onda variando senoidalmente, no
tempo e no espago, uma combinacdo razoavel de solucdes para a equacdo da onda
pode ser realizada para obter uma onda de qualquer formato desejavel. O somatoério



de infinitas harmonicas pelo uso da série de Fourier pode produzir uma onda periddica
de formato triangular ou quadrado tanto no espaco quanto no tempo. Ondas ndo
periddicas podem ser obtidas da solucdo bdasica por métodos de integracao de Fourier.
Esses sdo exemplos de tdpicos bastante avancados de eletromagnetismo.

Exercicios

1) A amplitude do campo elétrico da onda planar uniforme se propagando na direcdo a,
€250V/m.SeE = E, a, e w = 1 Mrad/s, encontre:
a. Afrequéncia.
b. O comprimento de onda.
c. O periodo.
d. A amplitude de H.
Respostas: 159 kHz, 1.88 km; 6.28 ps; 0.663 A/m

2) SejaH = (24 — 40°a, — 3420°ay)ej0'°7z A/m para uma onda planar viajando no
espaco livre. Encontre:
a. w.
b. H,emP(1,2,3) noinstantet = 31 ns.
c. |H|emt = 0snaorigem do sistema.

Respostas: 21 Mrad/s, 1.93 A/m; 3.22 A/m
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