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Exercicios

1. Considere uma variavel aleatéria X cuja funcao densidade de probabilidade estd mostrada
abaixo, onde a é uma constante positiva.

a) Determine o valor da constante h.

(¢) Determine Pr[X < a/2].

()
(b) Determine e esboce a funcao de distribuigdo acumulada de X.
)
(d) Determine a média e a varidncia de X.

Suas respostas deve estar em fungao de a.

2. [2, Exercicio 2.4.30] Uma variavel aleatéria continua X é definida pela seguinte fungao

densidade de probabilidade:

k
—, sel<x <1,
fx(@) =4V
0, caso contrario.
(a) Determine e esboce a fung¢ao de distribuigdo acumulada de X.

(b) Calcule a probabilidade de X assumir valores maiores que 1/2.

(c) Calcule a probabilidade de que, em 4 experimentos independentes, a varidvel X
assuma pelo menos uma vez um valor maior que 1/2.
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3. [3, Problem 4.33] Determine a fungao massa de probabilidade de uma variavel aleatoria X
que representa o niumero de experimentos de Bernoulli necessarios para alcancar o segundo
Sucesso.

4. [4] Considere duas varidveis aleatérias discretas X e Y distribuidas conjuntamente de
acordo com a tabela abaixo.

Y o 1 2

0 |00 020 0,20
1 1004 0,08 0,08
2 10,06 012 0,12

a) Determine as fungoes massa de probabilidade marginais de X e Y.

b

(a)
(b)
(¢) Sao X e Y independentes?
(d)
)

Determine as fungoes massa de probabilidade de X +Y e XY.
d) Determine as PMFs condicionais de X, dado Y =0, e de Y, dado X = 1.

(e) Determine Pr(X > 1,Y <1]ePr[X <1|Y =0].

5. Considere uma variavel aleatoria X cuja funcao de distribuicao acumulada estd mostrada
abaixo, em que a e b sao constantes tais que 0 < a < b.

Determine e esboce a funcao densidade de probabilidade de X. Sua resposta deve estar
em funcdo de a e b.

6. Sejam B, Bs, B3 trés variaveis aleatérias discretas independentes, cada qual distribuida
uniformemente sobre o conjunto {0,1}. Sejam X = By + By + B3 e Y = BBy Bs.

(a) Determine a fungao massa de probabilidade conjunta de X e Y.
(b) Determine e esboce as fungoes massa de probabilidade marginais de X e Y.

(¢) Sao X e Y varidveis aleatérias dependentes ou independentes? Justifique.
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7.

10.

11.

Considere a variavel aleatéria X definida através do seguinte experimento probabilistico.
Um dado honesto é lancado.

e Se o resultado for 1, entao X = —1.

e Se o resultado for 2 ou 3, entdao X = 0.

e Se o resultado for 4, entao X = 1.

e Se o resultado for 5 ou 6, entdo X ~ Unif(—2,2).

(a) Determine e esboce a fungao densidade de probabilidade de X.
(b) Determine Pr[1 < 2X < 3.
(c¢) Determine Pr[X # 1|1 <2X <3].

. Determine a média e a variancia das seguintes distribui¢oes de probabilidade.

(a) Bern(p). (d) Exp()).
(b) Unif(a,b). (e) Rayleigh(o).
(¢) Geom(p). (f) Laplace(«).

Caso necessario, pesquise no caderno para encontrar a definicdo de cada distribuicao.

[2, Exercicio 3.19] Considere duas varidveis aleatérias X e Y distribuidas conjuntamente
de acordo com a funcao densidade de probabilidade

E(3—y), se0<zx<4e0<y<2

0, caso contrario.

fxy(z,y) = {

a) Determine o valor da constante k.

Sao X e Y independentes?

(c

(a)
(b) Determine e esboce as densidades marginais de X e Y.
)
(d) Calcule Pr[Y > X].

[1, Exercicio 5.2] Seja X uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
[0, %] e Y uma outra variavel aleatéria que depende de X através da relagao Y = X (1—-X).
Determine a média, o valor médio quadratico e a variancia de Y.

[1, Exercicio 5.4] Um sinal de trdnsito permanece, alternadamente, 30 segundos aberto e
30 segundos fechado. Seja X a variavel aleatoria que caracteriza o tempo de espera de
um motorista que passe por este sinal, em segundos. Determine o tempo de espera médio,
em segundos.
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12. Considere duas variaveis aleatorias X e Y com funcao densidade de probabilidade conjunta
constante e diferente de zero apenas na area sombreada da figura.

Y )

Para cada caso:

a) Determine Pr[Y > 1/2 | |X| < 1/2].
b

)
)

(c) Determine e esboce as fungoes de distribuigdo acumuladas marginais de X e de Y.
)

(
(b) Determine e esboce as fung¢oes densidade de probabilidade marginais de X e de Y.
(d) Determine a fungao densidade de probabilidade condicional de X dado que Y = y.
Esboce a funcao densidade de probabilidade obtida, em fungao de z, para y = 1/4
ey =3/4.

(e) Determine a fungao densidade de probabilidade condicional fx(a(x), onde A é o
evento definido por A = {04 <Y <0,6}.

13. [2, Exercicio 3.3.17] Considere duas variaveis aleatérias X e Y com funcao densidade de
probabilidade conjunta

kxy?, se0<ax<le0<y<2,

fxy(z,y) = {

0, caso contrario,

onde k£ é uma constante real. Determine E[X], E[Y], E[X |Y =1] e E[Y | X =0].

14. [3, Example 9.4] Considere duas varidveis aleatérias discretas X; e X, distribuidas con-
juntamente de acordo com a tabela abaixo.

2 |0 0o o0 1/4
6 | 0 0 1/4 0

Seja X = [X; X,]T. Determine o vetor média [ig e a matriz covariancia K.
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15. Seja X = [X Y]T um vetor aleatério com funcio densidade de probabilidade dada por

k, se0<y<uz<1,

0, caso contrario,

fr(x,y) = { (D

kE(x+y), se0<z<lel0<y<lI,

fe(@,y) = { (11)

0, caso contrario,

se0<zx<lel<y<k,

feloy) = {y (I11)

0, caso contrario,

onde k£ é uma constante positiva. Para cada caso:

(a) Determine o valor de k.
(b) Determine o vetor média de X.

(c) Determine a matriz covariancia de X.

Extra

1. [1, Exercicio 5.5] Considere uma varidvel aleatéria U uniformemente distribuida em [—1, 1].
Considere ainda duas varidveis aleatérias X e Y, definidas por X = U? e Y = U3,

(a) Mostre que X e Y sao descorrelacionadas.

(b) Mostre que E[X?Y?| # E[X?E[Y?] e conclua que X e Y nao sdo independentes.

2. A covariancia entre duas variaveis aleatérias X e Y é definida como
cov[X, V] = BI(X — ix)(Y — par)]
onde px = E[X] e uy = E[Y].

(a) Mostre que cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y].
(b) Mostre que var[X + Y] = var[X] + var[Y] + 2 cov[ X, Y].

(c) Mostre que a covariancia é bilinear, isto é, é linear em ambos os argumentos:

covlaX + BY, Z] = acov[X, Z] + 5 covl]Y, Z],
cov[X,aY + Z] = acov[X, Y] + S cov[X, Z],

onde « e 3 sdo constantes e X, Y, Z sdo varidveis aleatérias. (E necessdrio apenas
mostrar a primeira linha; a segunda linha segue de modo similar.)
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(d) Utilize o item anterior para mostrar que, se Y = aX + b, onde a e b sdo constantes,

entao o coeficiente de correlacao

cov[X,Y]

PXyYy =

vale +1 ou —1.
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Respostas dos exercicios

0, se xz < 0,

2. (a) Fx(z) =< Vz, se0<z <1, (b) 1—
1, se x > 1.

3. px(z)=(z— 1)1 —p)* 2p?, 2 =1,2,....

4. (a) px(0) =050, px(1)=020, px(2)=0,30.
pY(O) = 0120a pY(]') = 07407 pY(2) = 0,40.

Universidade Federal de Vigosa, 2001.

(b) px+v(0) = 0,10, pxiv(1) =024, px1v(2) =034, px1v(3) =020, pxivy(4)=0,12.
PXy (0) = 07607 PXY(l) = 0’08’ pXY(2) = 07207 pXY(S) = 07 pXY(4) = 0712

(c) Sim.

(d) px|y=0(0) = 0,50, px|y=0(1) =0,20, px|y=0(2)=0,30.
pyix=1(0) = 0,20, pyx=1(1) = 0,40, py|x=1(2) = 0,40.

(e) 0,30 e 0,70.

_1 b
5. fx(x):{Q(b—a)’ se a < |z| <b,

0, caso contrario.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

1/8, se (z,y) = (0,0), 1/8, sexz =0,
3/8, se (x,y) = (1,0), 3/8, sex =1, 7/8, sey =0,
a Z, - b ) = =
(@) pxy (@) 3/8, se (z,y) =(2,0), (b) px(2) 3/8, sex =2 pv(9) 1/8, sey=1.
1/8, se (z,y) = (4,1). 1/8, sex =4.
(c) % (d) X e Y sao dependentes.
() fx(@) = 2o+ 1)+ 30() + o -+ [2<z <2 (B) 5 (@)
. (a ) = =4(x =0(x) + =d(x — —[- T . =, c) =
X 6 3 6 Rt 4 3
a+b (b—a)? 1 1-p 1 1 T 44— 2
(a) pep(l—p). (b) 5 €13 .(c);e e (d)Xeﬁ (e) o 5€ 5 o’ (f)0e =
1 E se0<zx <4 3-y se0<y<2
(a)k:TG' (b) fx(z) =44 - fr(y) = 4 IR
0, caso contrario. 0, caso contrario.
. 5
(c) Sim. (d) Yk
i1 .1
6’ 30 180
7,58.
(Em breve.)

E[X]:E[X|Y:1]:§, E[Y]:E[Y|X:O}:g.

(l-a) k= 1. (Ib) fig = [7721. (Ic) K¢ = lll/l“ —1/144].

7/12 ~1/144 11/144
- o |23 o e 118136
ke T L/J' e s L/36 1/18].
ey k=2 (L) jgg= |77 e rge=| " TS
* s Y lrst 279
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