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Exercicios

1. Considere uma variavel aleatéria X cuja funcao densidade de probabilidade estda mostrada
abaixo.

(a) Determine o valor da constante h em fungao da constante a.
(b) Determine e esboce a funcao de distribuigdo acumulada de X.

(¢) Determine Pr[X < a/2].

2. [2, Exercicio 2.4.30] Uma varidvel aleatéria continua X ¢é definida pela seguinte funcao
densidade de probabilidade:

k
—, sel<zx <1,

0, caso contrario.
(a) Determine e esboce a fung¢ao de distribuigdo acumulada de X.

(b) Calcule a probabilidade de X assumir valores maiores que 1/2.

(c) Calcule a probabilidade de que, em 4 experimentos independentes, a varidvel X
assuma pelo menos uma vez um valor maior que 1/2.

3. [3, Problem 4.33] Determine a fungao massa de probabilidade de uma variavel aleatéria X
que representa o numero de experimentos de Bernoulli necessarios para alcancar o segundo
sucesso. Desafio: Generalize para o n-ésimo sucesso.



4. [4] Considere duas variaveis aleatérias discretas X e Y distribuidas conjuntamente de
acordo com a tabela abaixo.

Y
b 0 1 2

0 |00 020 0,20
1 1004 0,08 0,08
2 10,06 0,12 0,12

(a) Determine as fungoes massa de probabilidade marginais de X e Y.
(b) Determine as fung¢oes massa de probabilidade de X +Y e XY
(c) Sdo X e Y independentes?

)

(d) Determine as fungoes massa de probabilidade condicionais de X, dado Y = 0, e de
Y, dado X = 1.

(e) Determine Pr[X > 1,Y <1]ePr[X <1|Y =0].

5. Considere uma variavel aleatoria X cuja funcao de distribuigdo acumulada esta mostrada
abaixo, em que a e b sao constantes tais que 0 < a < b.

Determine e esboce a funcao densidade de probabilidade de X. Sua resposta deve estar
em funcao de a e b.

6. Seja U uma variavel aleatéria continua distribuida uniformemente no intervalo [0, 4].
Seja X uma outra variavel aleatéria, que depende de U da seguinte maneira:
e Dado que 0 < U < 1, entdo X é distribuida uniformemente no intervalo [0, 2].

e (Caso contrario, tem-se X = 3.

(a) Determine e esboce a fungao densidade de probabilidade de X.
(b) Determine e esboce a func¢ao de distribui¢ao acumulada de X.

(¢) Determine Pr[X < 1], Pr[X <3]ePr[l <X <3].



7. Sejam By, By, Bs trés variaveis aleatorias discretas independentes, cada qual distribuida
uniformemente sobre o conjunto {0,1}. Sejam X = B; + By + B3 e Y = B By Bs.
(a) Determine a funcao massa de probabilidade conjunta de X e Y.
(b) Determine e esboce as fungoes massa de probabilidade marginais de X e Y.

(c) Sdo X e Y varidveis aleatérias dependentes ou independentes? Justifique.

8. Considere a variavel aleatéria X definida através do seguinte experimento probabilistico.
Um dado honesto é lancado.
e Se o resultado for 1, entao X = —1.
e Se o resultado for 2 ou 3, entao X = 0.
e Se o resultado for 4, entao X = 1.

e Se o resultado for 5 ou 6, entdo X ~ Unif(—2,2).

(a) Determine e esboce a fungao densidade de probabilidade de X.
(b) Determine Pr[1 < 2X < 3.
(c¢) Determine Pr[X # 1|1 <2X < 3.

9. O tempo de espera X, em minutos, de um usuario em um sistema de filas é zero, se
ele encontra o sistema livre, ou exponencialmente distribuido, se ele encontra o sistema
ocupado—mais precisamente,

fX|ocupad0(:L‘) =e U(ZL')

As probabilidades de ele encontrar o sistema livre ou ocupado sao de 25% e 75 %, res-
pectivamente.

(a) Determine e esboce a fungao densidade de probabilidade de X.

(b) Determine a probabilidade de o usudrio esperar mais do que 1 minuto.

10. [1, Exercicio 3.8] Considere a fungao densidade de probabilidade conjunta

1 2 .2

—, sex +y* <1,
Ixy(z,y)=q7

0, caso contrario.

)
b) Verifique se X e Y sdo ou nao varidveis aleatorias estatisticamente independentes.
(c) Calcule a probabilidade de X ser positivo sendo dado que Y é positivo.
(d) Calcule a probabilidade de X ser maior que Y.
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11. [2, Exercicio 3.19] Considere duas varidveis aleatérias X e Y distribuidas conjuntamente
de acordo com a funcio densidade de probabilidade

E(3—vy), se0<z<4e0<y<2,

0, caso contrario.

fxy(z,y) = {

12. [1, Exercicio 3.9] Considere duas varidveis aleatérias X e Y com funcao densidade de
probabilidade conjunta constante e diferente de zero apenas na area sombreada da figura
abaixo.

1 1

(a) Determine a funcao densidade de probabilidade conjunta de X e Y.
(b) Determine e esboce a fungdes densidade de probabilidade marginais de X e Y.
(¢) Determine Pr[Y > 1/2||X]| < 1/2].

13. Considere duas variaveis aleatorias X e Y com funcao densidade de probabilidade conjunta
dada por
k, se(x,y) € Ry,
fX,Y(x7y) = 2ka Se (l’,y) € R27

0, caso contrario.

onde k£ é uma constante positiva e Ry e Ry sao as regioes sombreadas da figura abaixo.

1Y

:




(a) Determine o valor da constante k.

(b) Determine e esboce as fung¢oes densidade de probabilidade marginais de X e de Y.
(c) Determine e esboce as fungoes de distribuigdo acumuladas de X e de Y.

(d) Determine a funcao densidade de probabilidade condicional de X dado que Y = y.

Esboce a funcao densidade de probabilidade obtida, em fungao de z, para y = 3/2
ey =—3/2.

14. Considere duas variaveis aleatorias X e Y com funcao densidade de probabilidade conjunta
fxv(z,y) constante e diferente de zero apenas na area sombreada da figura abaixo.

Y
921

_2 1 1 9

(a) Determine e esboce as fungoes densidade de probabilidade marginais de X e de Y.
(b) Determine e esboce as fungoes de distribui¢ao acumuladas marginais de X e de Y.

(¢) Determine a fungao densidade de probabilidade condicional de X dado que Y = y.
Esboce a funcao densidade de probabilidade obtida, em funcao de z, para y = 1/2
ey =3/2.

15. [1, Exercicio 3.12] Uma régua de comprimento unitéario é quebrada em um ponto aleatério.
O pedaco da esquerda é novamente quebrado. Seja X a variavel aleatéria que define, a
partir da extremidade esquerda da régua, o ponto em que a régua ¢ quebrada pela primeira
vez e Y a variavel aleatoria que define o segundo ponto de quebra.

(a) Determine as fungoes densidade de probabilidade marginais fy(x) e fy(y) e as fun-
coes densidade de probabilidade condicionais fx|y—,(z) e fy|x=2(y)-

(b) Calcule a probabilidade de que um triangulo possa ser formado com as trés pegas
obtidas. (Lembre-se de que, num tridngulo, o comprimento de qualquer um dos
lados é menor que a soma dos comprimentos dos outros dois lados.)
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Respostas
0, se x <0,
2 22 1
1 (a) h=—. (b) FX(JT) = —, se << a, (C) —.
a a2 4
1, sex >a
0, se xz < 0, . 5
2. (a) Fx(z)=qVz, se0<z<1, (b)l—ﬁ- (C)z
1, se x > 1.
z—2,2 z—1 r—n,n
3. pX(l'):(x_l)(l_p) pax:1,27"“ PX(x): n—1 (1_p) p,fE:].,Z,....

4. (a) bx (0) = 0,50, PX(l) = 0,20, PX(2> = 0,30.

py(O) = 0,20, py(l) = 0,40, py(?) = 0,40.

(b) px+v(0) = 0,10, px1v(1) =024, pxyv(2) =034, pxiv(3) =020, pxiv(4)=0,12.
pXY(O) = 07607 pXY(l) = 05087 pXY(2) = 07207 pXY(S) = 07 pXY(4) = 0712

(c) Sim.

(d) px|y=0(0) = 0,50, px|y=o(l) =0,20, pxjy=o(2)=0,30.
pyix=1(0) = 0,20, pyx=1(1) =0,40, py|x=1(2) = 0,40.

(e) 0,30 e 0,70.

2/(b—a), sea<|z|<b,
5_JCX(I):{A ) o] <
0, caso contrario.
0, se x <0,
3 /8, se0<uxz<2, 1 7
6. (a r)==-10<x <2]+ -d6(x). b) Fx(xz) = c) =, 1, —.
@ fx) = S e A+ @ O FE@ =70 IR g
1, se x > 3.
1/87 se (‘Tay) = (an)a 1/87 Se T = Oa
3/8, se (x,y) = (1,0), 3/8, sex =1, 7/8, sey=0,
7. (a z,Y) = b ) = =
(a) px,y (z,9) 3/8, se (z,y) = (2,0), (b) px () 3/8, sew =2, py(y) 1/8, sey=—1.
1/8, se (z,y) = (4,1). 1/8, sex=4.
(c) % (d) X e Y sdo dependentes.
8. (1) fx(@) = oo+ )+ 30(@) + gole— D+ S1l-2<w<2 (B) 1 (01
- (a) fx(2) = ol 50(2) + 5oz 1 <z <2 1 ©) 3
9. () fx(a) = 10(x) + Serule)  (b) - ~ 0276
- (a) fx (@) = 70(z) + Je7" ulz). 10~ 0:276.
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1
=, se lz] < /1 —9y2,

10. (a) fxjy=y(@) =4 2V1-y

0, caso contrario.
1 1
(b) X e Y sdo dependentes. (c) 7 (d) 7
1 3—y
1 -, se0 <z <4, —, se 0 <y <2
11. (a) k= 6 (b) fx(z) =44 fy(y) = 4
0, caso contrario. 0, caso contrario.
5
Sim. d) —.
() Sim. () 5

1, se|z|<1le0<y<1-—]z,

caso contrario.

12. (a) fx,y(z,y) = {

(definido apenas para |y| < 1)

(c) —.

— x|, se —1<z<1, 21 —vy), se0<y<I1,
. fry) = .
0, caso contrario. 0, caso contrario.
13.
3, se —2<x< -1, 2/3, se —2<y< -1,
3, sel<ax<2, fry)=<1/3, sel<y<2,
caso contrario. 0, caso contrario.
1, se —2<z< -1, 1, sel <x <2,
d) fx|y=s/2(z) = o Ixjy=—32(x) = L.
0, caso contrario. 0, caso contrario.
1/6, se |z| <1, 1/3, se0<y<1,
14. 1/3 sel<|z| <2, fr(y) =142/3, sel<y<2, (b) —.
caso contrario. 0, caso contrario.
1/2 sel < |z <2, 1/4, se|z| < 2,
c) fxjy=1/2(x o Ixiy=3/2(z) = L.
O7 caso contrario. 0, caso contrario.
1, se0<z <1, —Ilny, se0<y<1,
15. (a) fx(z) = - fr(y) = (s
0, caso contrario. 0, caso contrario.
- , sey<zxz<1,
Ixjy=y(z) = zlny (definido apenas para 0 <y < 1)
0, caso contrario.
, se0<y <z,

(definido apenas para 0 < z < 1)
,  caso contrario.
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