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Exercicios

1. Considere duas variaveis aleatérias X e Y definidas por

X =3U — 4V,
Y =2U 4V,

onde U e V sao variaveis aleatorias reais, gaussianas, descorrelacionadas entre si, ambas
de média nula variancia unitaria. Determine:

(a) As médias de X e Y.

(b)

()
)

(d) A fungao densidade de probabilidade conjunta de X e Y.

As varidncias de X e Y.

A covariancia entre X e Y.

2. [1, Exercicio 6.2] Seja X = [X; X, X3]T um vetor gaussiano de média nula e matriz
covariancia

330
Kg=13 5 0.
00 6

(a) Determine fg(Z).
(b) Se Y = X 4+ 3X, — X3, determine fy (y).

(c) Determine f;(%), onde

Zl _5 _3 1 Xl
Z=\Z|l=1-1 3 -1||x,
Zs 10 1]]|Xx;

(d) Determine fx,|x,=a(21).
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. [1, Exercicio 6.3] As componentes do vetor X = [X; Xy X3 X,|T sdo variaveis aleatérias
conjuntamente gaussianas com média gy =[1 1 1 1]T e matriz covarincia

110 0
o — 1200
* oo 33
0 0 3 4]
Determine fX17X2|X3:a,X4:B (.Th Z’Q).
. [1, Exercicio 6.4] Um vetor gaussiano X = [X; X, X;3]T tem média nula e matriz
covariancia
9 2
Ke=12 4 0
001

(a) Determine fx, x,(x1,x3).

(b) Calcule Pr[0 < X3 <2|3< X, <35

. [1, Exercicio 7.1] Seja A uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0, 1]. Considere o

processo estocéastico
X(t) =e .

Calcule a fungao média e a funcdo autocorrelagdo do processo X (t).

. [1, Exercicio 7.2] Considere o processo estocastico X (t) definido por
X(t) = At* +b,

onde A é uma variavel aleatoria Gaussiana de média nula e varidncia unitaria e b é uma
constante qualquer.
(a) Determine a fungao média e a fungao varidncia do processo X (t).

(b) Determine a fungao densidade de probabilidade de primeira ordem do processo, ou
seja, determine fx ().

(¢) Determine a funcao autocorrelagao e a funcdo autocovariancia do processo X (t).

7. Considere o processo estocastico

X(t) = Arect(t),

em que A é uma variavel aleatéria discreta que assume os valores 0, 1 e 2 com igual
probabilidade.
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(a) Esboce todas as possiveis realizagoes (isto é, fun¢oes-amostra) de X ().
(b) Determine a funcao densidade de probabilidade de primeira ordem de X (¢).
(c) Determine a fungao média de X ().
(d) Determine a fungao autocorrelagao de X (t).
)

(e) O processo X(t) é estacionario no sentido estrito? E no sentido amplo? Justifique.

8. Sejam A e B variaveis aleatérias independentes tais que A é uniformemente distribuida
no intervalo [—1,+1] e B ¢é discreta com Pr[B = —1] = Pr[B = +1] = 1/2. Seja também
X (t) um processo estocastico definido por

X(t) = At + B.

(a) Determine a fungao média e a fungao autocorrelacao do processo X (t).

(b) O processo X (t) é estacionario no sentido estrito? E no sentido amplo? Justifique.

9. Seja B[k] um processo estocastico (de pardmetro discreto) em que B[k] ~ Bernoulli(p),
para todo k, com Blk;] independente de B[ky| para k; # k. Seja

X[k] = {—a, se Blk|
+a, se B[k]

0,
1,

onde a é uma constante. Calcule a funcao média e a fun¢ao autocorrelagao de X|[k|.

10. [1, Exercicio 7.11] Um processo estocastico X (t) é dado por
X(t) = Acos(2nFt + ©),

onde A, F' e O sao variaveis aleatérias estatisticamente independentes tais que:

e A tem média 4 e varidncia o3.
e [ ¢ uniformemente distribuida no intervalo [0, fy].

e O ¢ uniformemente distribuida no intervalo [0, 27].

(a) Determine a fun¢do média e a a fungdo autocorrelagdo de X (t). Conclua que X (t)
é estacionario no sentido amplo.

(b) Determine a poténcia média de X ().

(¢) Determine a densidade espectral de poténcia de X (t).

11. [2, Problems 18.28, 18.29] Determine e esboce a fungao autocorrelacao e a funcao densi-
dade espectral de poténcia do sinal na saida de um sistema linear invariante no tempo
com resposta ao impulso A(t), supondo na entrada ruido branco X (¢) com média nula e
fungao autocorrelacao Rx(7) = (ng/2)d(T), para:
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12.

13.

14.

1 1

—e M get >0, —, se0<t<t,
(a) h(t) =< to (b) h(t) =< o

0, caso contrario; 0, caso contrario.

Considere que ng e ty sejam constantes positivas.

2, Exemplo 7.8] Considere um processo estocastico de ruido branco X () com média
nula e densidade espectral de poténcia dada por Sx(f) = no/2, onde ng é uma constante
positiva. Determine a média, a funcao autocorrelacao, a densidade espectral de poténcia
e a poténcia média do processo estocéstico Y () obtido pela passagem de X (t) através do
filtro RC mostrado abaixo.

[1, Exercicio 7.6] Um processo estocastico gaussiano X (¢) tem média nula e fungao auto-

correlagao
Ry (ty,ty) = 2712701,

Uma pessoa que desconhece o valor da média do processo X (t) e que tem acesso a uma
funcao amostra do mesmo resolve estimar esta média por

1y X(0) +X(1) + X(2)

Note que M é uma variavel aleatoria. Determine a probabilidade de que o mdédulo do
erro cometido exceda o valor 1.

[1, Exercicio 7.7] Seja X (t) um processo estocdstico gaussiano de média nula e funcao

autocorrelagao dada por
Rx(t1,ts) = ae 2701,

onde a ¢ uma constante positiva. Sabe-se que a varidvel aleatéria X (20), definida no
instante ¢ = 20, excede o valor 6 com probabilidade 0,13499%. Seja

Y(t) = X(t) + X(t - b),

onde b é uma constante.

(a) Determine o valor da constante a.

(b) Determine a fun¢ao média e a fun¢ao autocorrelagdo do processo Y (t), concluindo
sobre sua estacionariedade no sentido amplo.

(c) Calcule o coeficiente de Pearson entre Y (0) e Y(2), para b = 1.
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15. [1, Exercicio 7.13] Um processo estocastico gaussiano X (t) tem fungao média

px(t) = 5

e fungao autocorrelagao

Rx (1) =26(T).

O processo X (t) passa através de um sistema linear cuja resposta ao impulso é dada por
h(t) = e u(t),

(onde u(t) denota a fungdo degrau unitario), resultando no processo estocéstico Y'(t).
Determine a fungao densidade de probabilidade das varidveis aleatérias Y (0) e Y(1), ou

seja, determine fy o),y (1) (Yo, y1)-

16. Seja X[k] um processo estocéstico de pardmetro discreto, em que
.- 7X[_2]7 X[_l]vX[O]vX[l]vX[2]7 cee

sdo varidveis aleatérias gaussianas i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas) de
média 0 e varidncia 1. Seja

Yk = X[k] — X[k — 1].

(a) Determine e esboce a fun¢ao autocovariancia de Y'[k], em fungao de ¢ = ky — k;.
(b) Determine a fungao densidade de probabilidade de Y'[§].
(c) Calcule Pr[Y[8] > 0| Y[6] > 0].

Exercicios complementares

1. Sejam X e Y variaveis aleatérias conjuntamente gaussianas.

(a) Determine a PDF conjunta entre X e Y, isto é, fxy(z,y).

(b) Determine a PDF condicional de X dado que Y =y, isto é, fxjy—y(z).

Suas respostas devem estar em funcio de ux = E[X], uy = E[Y], 0% = var[X], 0% =
var[Y] e do coeficiente de Pearson,

cov| X, Y]
var[X] var[Y] .

P =PxXy =

Observagao: Apos resolver o item (b), conclua que

X| =9 ~ Nt oty =), (1= %)
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2. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias conjuntamente gaussianas, ambas de média nula
e varidncia unitaria. Seja p = pxy o coeficiente de Pearson entre X e Y. Assuma que
] < 1.
(a) Determine a fungao densidade de probabilidade conjunta de X e Y. (1,0)

(b) Considere as variaveis aleatérias U = X +Y e V =Y — X. Calcule a média de U e
de V', a variancia de U e de V' e a covariancia entre U e V. Sao U e V dependentes
ou independentes? Justifique.

(c¢) Baseado no item anterior, encontre uma transformagao linear que, quando aplicada
ao vetor [X Y|, forneca um vetor [X Y]T tal que X e Y sejam conjuntamente
gaussianas, independentes, ambas de média nula e variancia unitaria.

3. Demonstre os seguintes fatos.
(a) Se X(t) é estacionario de ordem n, entdo X (t) é estaciondrio de ordem n — 1.
(Por simplicidade, prove para o caso particular n = 3.)

(b) Se X(t) é estacionério de 2% ordem, entao X (t) é estacionario no sentido amplo.

(Como visto em sala de aula através de um contra-exemplo, a reciproca é falsal)

4. Seja Rx(7) a funcdo autocorrelagdo e Sx(f) a densidade espectral de poténcia de um
processo estocéstico real X (¢) estacionario no sentido amplo. Mostre que:
(a) Rx(7) é par, isto é, Rx(1) = Rx(—7).
(b) Rx(0) = E[X?(t)] = Px [poténcia média de X (t) = valor médio quadratico de X (t)].

(¢) |Rx(7)| assume seu valor méximo em 7 = 0.
(Dica: Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o valor esperado: E[XY]? < E[X?|E[Y?].)

(d) Sx(f) =2 /0 " R (7) cos(2m fr)dr.

(Dica: Utilize o teorema de Wiener-Khinchin e a férmula de Euler.)

(e) Sx(f) é real e par.
(Dica: Utilize os itens (a) e (d).)

(f) Sx(f) >0, para todo f.
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Respostas

1. (a) EX]=E[Y]=0. (b) var[X]=25¢e var[Y] =5.
(c) cov[X,Y]=2. (d) fxy(zy) = exp (— 55 [52% + 25y — 4zy)).

2 - 11
2. (a) fg(x1,m0,23) = @ 6 exp (— %ot — 123 — Lad + Jaiz,).
1
(b) fr(y) = Norme exp (—1}1—4y2)-

(¢) f7(z1,22,23) = @ 108 exp (— 7527 — 5525 — §23 — f52122 — 152123 — §22%3).

1
(@) frixma(n) = ez ep (~ 53l — $al?)
1
3. fX17X2|X3:o(,X4=[3(x1,5L'2) = %exp (7[1’1 — 1]2 — %[1’2 — 1]2 + [lﬂl — 1][.’£2 — 1])
1
4. (a) fx, xs(x1,23) = 35 &XP (—i52% — 123).
(b) Prj0 < X3 <2|3< X3 <3,5] =®(2) — 5 ~0,47725.
2
| et | et
5. t) = Rx(ti,ty) = —— —
fux () T ¢ Rx(t,t2) i
6. (a) px(t) =b, 02 () = 1. (b) Fxin(@) = ————o~ E¥
Ux » OX X(t) V2rt?
(¢) Rx(ti,t2) = 1315 + b*, Kx(t1,12) = t3t3.
1 1 1
=0 =0(x—1)+ z6(z —2), t <1/2,
7. (a) 0, rect(t), 2rect(t).  (b) fxq(a) =4 300 T 3o D gole =), selif <1/
o(x), caso contrario.
5
(c) px(t) = rect(t). (d) Rx(t1,t2) = 3 rect(t1) rect(ta). (e) Nao para ambos.
1
8. (a) ux(t) =0, Rx(t1,t2) = gtltg + 1 (b) Nao para ambos.
a?, se k1 = ko,

9. k]l =a(2p — 1), Rx|k1, k2| =
px (k] ( ), Rx k1, ko] {a2(2p_1)2, caso contrario.

2 2 2 2
10. (a) px(t) =0 e Ry (th, t2) = 22T A Gine (2fg(t — 11)). (b) Py = %
0% + 1 f
c) S =4 A rect ()
(©) Sx(h) = A T
ng _lzl ng 1 ng . T ng . o

11. =—e ° == = — — = — .

@ Rr(r) = 1o B oSy (D) = P B0 R() = g (1) eSe(r) = B sinc(tof)

no AT n0/2 no

12. = = 3 = P = .

py =0, Ry(1) = pmem %@, Sy(f) 1+ @rrC2 Y T 1R
13. 2Q(y/18/11) = 0,201
14. (a) a = 4. (b) py (t) =0, Ry (t1,t2) = 8¢~ Il + de™ 17l - 4e=I7+b "onde 7 = t5 — ;. (c) 0,252.

Y (0 1 3 1_1
15. (©) ~N|{ 2], 4 ¢ 41], de onde pode ser obtido Ty ),y ) (Wo, y1)-
vl ALl
2, sel =0, ) )
2

16. (a) Ry[f]=<¢1 (=+1 b = e T, c) .

(@) Ryl = {1, sel=w+1, () o) = <= © 3

0, caso contrario.
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