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Exercicios

1. Determine a média e a varidncia das seguintes distribui¢oes de probabilidade.

(a) Bern(p). (d) Exp()).
(b) Unif(a,b). (e) Rayleigh(o).
(c) Geom(p). (f) Laplace(b).

Caso necessario, pesquise no caderno para encontrar a definicdo de cada distribuicao.

2. [1, Exercicio 5.4] Um sinal de transito permanece, alternadamente, 30 segundos aberto e
30 segundos fechado. Seja X a varidvel aleatoria que caracteriza o tempo de espera de
um motorista que passe por este sinal, em segundos. Determine o tempo de espera médio,
em segundos.

3. [1, Exercicio 5.2] Seja X uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
[0, %] e Y uma outra variavel aleatoria que depende de X através da relagao Y = X (1—X).
Determine a média, o valor médio quadratico e a variancia de Y.

4. [2, Exercicio 3.3.20] Sendo a funcao densidade de probabilidade conjunta de X e Y dada
por
sel<zr<lel<y<k,

fxy(z,y) = {xy’

0, caso contrario,

qual o valor médio quadratico de Y7
5. [2, Exercicio 3.3.17] Considere duas varidveis aleatorias X e Y com funcdo densidade de
probabilidade conjunta

kxy?, se0<ax<le0<y<2,

0, caso contrario,

fxy(z,y) = {

onde k é uma constante real. Determine E[X], E[Y], E[X |Y =1] e E[Y | X =1].



6. Seja X = [X Y]T um vetor aleatério com PDF dada por

Elx+y), se0<x<lel0<y<l,

0, caso contrario.

fx(z,y) :{

(a) Determine o valor da constante k.
(b) Determine o vetor média de X .

(c¢) Determine a matriz covaridncia de X.

7. Seja X = [X Y]T um vetor aleatério com PDF dada por

2, se0<y<az<l,

0, caso contrério.

(a) Determine o vetor média de X.

(b) Determine a matriz covariancia de X.

8. [3, Example 9.4] Considere duas variaveis aleatdrias discretas X; e Xy distribuidas con-
juntamente de acordo com a tabela abaixo.

Xo | _
X, 2 8 0 2 6

8 0 1/4 0 0

2 |0 o0 0 1/4
6 | 0 0 1/4 0

Seja X = [X; Xu]T. Determine o vetor média (i3 e a matriz covariancia K 3.

9. Considere duas variaveis aleatorias X e Y definidas por

X =3U — 4V,
Y =2U +V,

onde U e V sao variaveis aleatorias reais, gaussianas, descorrelacionadas entre si, ambas
de média nula varidncia unitaria. Determine:

(a) As médias de X e Y.

(b)

()

(d) A fungao densidade de probabilidade conjunta de X e Y.
2

As varidncias de X e Y.

A covariancia entre X e Y.



10. [1, Exercicio 6.1] As varidveis aleatérias X e Y sdo conjuntamente gaussianas com médias
nulas e variancias respectivamente iguais a 2 e 3. Sabendo-se que o coeficiente de cor-
relacao entre essas duas varidveis aleatérias é pxy = 0,5, escreva a expressao da fungao
densidade de probabilidade conjunta dessas duas variaveis aleatorias. O que acontece
quando pyy tende para 17

11. Sejam X e Y variaveis aleatorias conjuntamente gaussianas.

(a) Determine a PDF conjunta entre X e Y, isto é, fxy(z,y).

(b) Determine a PDF condicional de X dado que Y =y, isto é, fxjy—y(z).

Suas respostas devem estar em fungao de uyx = E[X], uy = E[Y], 0% = var[X], 0} =
var[Y] e do coeficiente de correlacao de Pearson,

cov][ X, Y]
var| X | var[Y] .

P =PX)y =

Observagao: Apos resolver o item (b), conclua que

XY=y ~ N(uﬁiﬁp(y—uy), (1—/)2)03()-

12. [1, Exercicio 6.2] Seja X = [X; X, X3|T um vetor gaussiano de média nula e matriz

covariancia

330
Kg¢=13 50
00 6

(a) Determine fg().
(b) Se Y = X; +3X, — X3, determine fy (y).

(c) Determine f;(%), onde

Zl _5 _3 1 Xl
Z=\Z=1-1 3 —1||x,
Zs 10 1]]|Xx;

(d) Determine fx,|x,=a(21).



13. [1, Exercicio 6.3] As componentes do vetor X = (X7 Xy X3 Xy]7T sdo varidveis aleatérias
conjuntamente gaussianas com média pug =[1 1 1 1]T e matriz covarincia

1100
Ko— 1200
003 3
00 3 4
Determine fx, x,|x5=a,x,=3(%1, T2).
14. [1, Exercicio 6.4] Um vetor gaussiano X = [X; X, X3]T tem média nula e matriz
covariancia
9 2
Ke=12 4 0
0 0

(a) Determine fx, x,(x1,x3).

(b) Calcule Pr[0 < X3 <2 |3 < X; <35].

15. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias conjuntamente gaussianas, ambas de média nula
e variancia unitaria. Seja p = pxy o coeficiente de correlacao entre X e Y. Assuma que
| < 1.
(a) Determine a fungao densidade de probabilidade conjunta de X e Y. (1,0)

(b) Considere as varidveis aleatérias U = X +Y e V =Y — X. Calcule a média ¢ a
variancia de U e V. Sao U e V dependentes ou independentes? Justifique.

(¢) Baseado no item anterior, encontre uma transformagao linear que, quando aplicada
ao vetor [X Y]T, fornega um vetor [X Y]T tal que X e Y sejam conjuntamente
gaussianas, independentes, ambas de média nula e variancia unitaria.

Exercicios complementares

1. Sejam n um inteiro positivo e p um ntmero real tal que 0 < p < 1. Uma variavel aleatéria
binomial X com parametros n e p tem a seguinte PMF":

px(z) = (Z)px(l—p)”_x, x=0,1,...,n, (1)

onde



é o coeficiente binomial (dai o nome da distribui¢do). Alternativamente, a variavel alea-
téria X pode ser expressa como

X=DB+ -+ B, (2)

onde By, ..., B, sao variaveis aleatorias independentes, todas distribuidas de acordo com
a distribuicao de Bernoulli com parametro p, isto é,

1—p, seb=0,
pBi(b):{

P, seb=1,

parat=1,...,n.

(a) Determine a média de X.

(b) Determine a variancia de X.

Sugestao: Utilize a Equagao (2), e ndo a Equagao (1)!

. [1, Exercicio 5.5] Considere uma varidvel aleatéria U uniformemente distribuida em [—1, 1].
Considere ainda duas varidveis aleatérias X e Y, definidas por X = U? e Y = U3,

(a) Mostre que X e Y sao descorrelacionadas.
(b) Mostre que E[X?Y?] # E[X?|E[Y?] e conclua que X e Y nao sdo independentes.

. A covariancia entre duas varidveis aleatérias X e Y é definida como
cov[X, Y] = E[(X — ux)(Y — py)],

onde pux = E[X] e py = E[Y].

(a) Mostre que cov[X,Y] = E[XY]| — E[X]E[Y].
(b) Mostre que var[X + Y] = var[X] + var[Y] 4+ 2 cov[X, Y].

(¢) Mostre que a covariancia é bilinear, isto é, é linear em ambos os argumentos:

covlaX + BY, Z] = acov[X, Z] + [ covl]Y, Z],
cov[X,aY + Z] = acov[X, Y] + B cov[X, Z],

onde « e 3 sdo constantes e X, Y, Z sao varidveis aleatérias. (E necessdrio apenas
mostrar a primeira linha; a segunda linha segue de modo similar.)

(d) Utilize o item anterior para mostrar que, se Y = aX + b, onde a e b sdo constantes,
entao o coeficiente de correlacao

cov| X, Y]
var[X] var[Y]

PXyYy =

vale +1 ou —1.
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Respostas
2

1. (a) pep(l—p). (b) a;b e (b 1;) . (c)%e 1p2p. (d) % e % (e) o ge 1 27r a2 (f) 0 e 2b°.
2. 7,5s.
g0 L 1 1

6’30 180
4. B[Y?] =2.
5. E[X]:E[X|Y:1]:§, E[Y]:E[Y|X:1]:g.

10.

11.

12.

13.

B 72 o el [11/1a1 114
&) k=1 (b) jix = [7/12 S [—1/144 11/144]'
o3 1718 1/36
() fix = [1/3] (b) g = L/SG 1/18]'

(a) EIX]=E[Y]=0. (b)var[X]=25¢ Var[Y] =5.
(c) cov[X,Y]=2. (d) fxy(z,y) = xp (— 555 [52? + 25y2 — 4zy]).

fxy(zy) = (*lx -2y + “é:vy ~

2704/9/2 \/9/
Quando pxy — 1, a matriz Kxy torna-se singular (ndo-inversivel). Nesse caso, X e Y satisfazem
a seguinte relagdo linear: Y = /3/2X.

(a) fxy(z,y) =

1 - {(x—/ix)Q (y —mv)* 2p(x—ux)(y—uy)}>.

1
exp | — +
2my/(1 — p?)o% ol P ( 2(1=p? ; ;
1

Ox Oy oOx0y
1 o 2
(b) fX|Y:y($U) = WGXP <_2(1P2)‘7§( [95 —HX — %P(y - ,UY):| >

(a) fg(wy,22,23) = SR exp (— ot — 123 — Lad + Jaiz,).

OFRrE—
(c) f2(21,22,23) =
(d) fX1|X2ill(x1) =

1,2
exp (= g539°)-
1.2 5 .2 1.2
(27T)3/2 7108 exp( Zl — 7222 523 — 182122 182123 92223).
1 1 312
——=¢eXD (—.7 ] — g Q )
21 - 6/5 zo7s sl

Ix1, X0 | Xs=a, X4=8(T1, T2) = o, €XP (=[z1 — 1% = oo — 12 + [z1 — 1] [z — 1]).



14. (a) fxix(21,73) = 5 exp (— g5 — 33).

(b) Pr[0 < X3 <2[3< Xy <35 =®(2) — 5 ~0,47725.

2 2
15. (a) fX,Y(x’y) = MGXP (_l‘Q(fpxyp;)—y)

(b) pu = pv =0, 04 = 0% =2. U e V sdo independentes. (¢) (Em breve.)



