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Revisao: Representacao por Fasores

Esta secdo faz uma breve revisdao sobre o uso de fasores para representacao de sinais
campos que variam

variantes no tempo.
Campos harmoénicos-temporais ou harmoénicos no tempo:

periodicamente (de forma seniodal) no tempo.
Fasor: E um nimero complexo z = a + jb = 746 = re/% = r(cos(0) + jsin (6)), tal que

|z]| =7 =+ a? + b2

6 =tan?! (—)
a

A

e

Revisao de numeros complexos:
zy = X1 +jy1 = 1ni¢,

Os numeros complexos partem da definigdo: j = v—1
Dados o0s numeros complexos z =Xx+jy =r4¢,
Zy = Xy + jy, = 14¢,, as seguintes propriedades sao definidas:
Partes real e imaginaria:

R{z} = x = cos(¢p) e J(z) = y = sin(¢)
Adigdo e subtragdo:
z1+23 = (X1 +x2) +j(¥1 +¥2)
21— 23 = (X1 —%2) +j(¥y1 — ¥y2)
Multiplicacao:
2123 = 11724(P1 + ¢2)

Divisao:

== :—:4((1’1 — ;)

Z3
Formula de Euler:

z = rexp{jO} = re/? = r cos(¢p) + jrsin(¢)




Fasores de grandezas escalares

Para introduzir a variagdo temporal de um fasor, seja a variavel definida como:

o) =wt+0(t,x,y,2)

em que 6(t) pode ser uma funcdo do espago e/ou do tempo ou apenas uma constante. No

caso de uma constante,
o) =wt+06
O numero complexo z = r £¢(t) fica definido como
z = refP) = pei(Wt+6) — pojwt 0
As partes reais e imaginarias de z ficam entao definidas como:
R{z} = R{re/®O} = r cos(wt + 6)
3{z} = 3{re/*®} = rsin(wt + 6)

Assim, uma corrente elétrica variante no tempo perfeitamente senoidal pode ser

representada como um fasor, pois
1(t) = Iy cos(wt + 0)
1(t) = R{l,e/*O}

1) = R{lyelPe/t}

tm Figure 9.12 Representation of a phasor 7 - x + jy =

r/db.
\w rad/s

Fasores de grandezas vetoriais

Suponha um vetor A da seguinte forma:
A(x,y,z,t) = Ag cos(wt — Bx) a,,
E possivel escrever o vetor A da seguinte forma:

A(x,y,z,t) = QR{AOej(wt—Bx)ay} — ‘R{Aoe_ﬁxayej“’t}



Podemos entdo definir a parcela A, = Aoe‘ﬁxay como a forma fasorial do vetor

A(x,y,z,t).Ou seja,
A(x,y,z,t) = R{A,e/*}
Note da equagdo anterior que a derivada temporal do vetor A(x, y, z, t) é:
d d ot ] ot
—A(x,y,z,t) = —R{A,e/“'} = joR{A, e/}
at at
Assim percebe-se que derivar um vetor no tempo consistem em multiplicar seu fasor
por jw,
g A( t) - jwA
—A(x,y,z,t) > jo
e analogamente:

A
A(x,y,z,t)0t > —2
J AGey. 2,00~ 3

Observe que ao tratarmos de vetores cujas componentes sao perfeitamente senoidais,

a sua forma fasorial fica independente do tempo.

Fasores em Eletromagnetismo
A partir de agora vamos trabalhar com as grandezas vetoriais de campos

eletromagnéticos variantes no tempo usando a forma fasorial.

As grandezas de campo E(x,y,z,t),D(x,y,zt), H(x,y,2,t), B(x,y,2t)J(x,y,2,t)e

pv(x,y,z, t)e as suas derivadas podem ser expressas na forma fasorial usando as equagdes

enfatizadas na se¢do anterior.

Na forma fasorial, as equa¢des de Maxwell para campos eletromagnéticos harmonicos

no tempo em um meio linear, isotrépico e homogéneo sdo apresentadas na tabela a seguir.

Equacgées de Maxwell na Forma Fasorial para Campos Harménicos no Tempo ‘

Forma Pontual Forma integral
vV-D,=0
P —L}gDp-dS=fpvpdv
VB, =0 fB,,-dS:O

VX E, =—jwB, jﬁEp-dL=—jwap-ds

VxH, =]Js +jwby ngp~dL=f(]p+ijp)-ds




Nessa tabela o fator e/®t desaparece porque estd associado com cada um dos termos

das equacdes, e portanto se cancela nos dois membros.

Eis a justificativa do uso de fasores: para campos harmonico no tempo, o fator

temporal pode ser omitido das equacgdes e inserido em seus vetores quando necessario.

Exercicios:
1) Sejam os vetores A = 10 cos(10%t — 10x + 60°) a, e B, = ?ax + 10e/2™*/3,

expresse
a. A naforma fasorial.

Resposta: A; = 10€j(6°°"1°")az

b. Bp na forma vetorial instantanea

Resposta: 20 sin(wt) a, + 10 cos(wt + 2rx/ 3) a,,

2) SeP =2sin(10t+x —m/4)a, e Q, = e’*(a, — a,) sin(my), determine a forma

fasorial de P e a forma vetorial instantanea de Q.

. 3T
Resposta: P, = Ze](x_T)ay e Q = sin(my) cos(wt + x) (a, — a,)

3) Em um meio caracterizadoporo =0e u = Uy, € = &, €
E = 20sin(10%t — Bz) a, (V/m)

Encontre 5 e H.

Resposta: § = +

wIlN

eH = i%sin(logt — Bz)a, (A/m)

4) Um meio é caracterizado porg = 0, u = 2y e € = 5¢,.

Se H = 2 cos(wt —3y)a, (A/m), encontre w e E.

Resposta: 2.846 x 108 rad/s e —476.8 cos(2.846 x 108t — 3y) a, (V/m)



Propagacdo de Ondas Eletromagnéticas (EM)

A existéncia de ondas EM, prevista pelas equacdes de Maxwell, foi primeiramente
investigada por Heinrich Hertz. Apds muitos experimentos e calculos, Hertz foi sucedido em
gerar e detectar ondas de rddio, as quais sdo as vezes chamadas de ondas Hertzianas em sua

homenagem.
Em geral, ondas sdao formas de transportar energia ou informacgao.

Exemplos tipicos de ondas eletromagnéticas sdo: ondas de radio, sinais de TV, raios de radar e

raios de luz. Todas as formas de energia EM compartilham trés caracteristicas fundamentais:

e Todas se propagam em alta velocidade;
e Na propagacao, assumem as propriedades de uma onda;
e Irradiam para fora (divergem pra fora) de uma fonte, sem uso de nenhum veiculo fisico

discernivel.

O objetivo agora é resolver as equacdes de Maxwell e derivar equacdes de onda EM em

movimento para casos (meios de propagacao) especificos.

Antes de analisar ondas em movimento em diferentes meios, precisamos entender o

conceito de ondas em geral.

Estudo genérico de ondas

Uma onda é uma fungdo tanto do espago quanto do tempo.

O movimento de uma onda ocorre quando um disturbio no ponto A no instante t; esta
relacionado com o que acontece no ponto B no tempo t > t,;. Uma equagao de onda é uma
equacdo diferencial parcial de segunda ordem. Em uma dimensao, a equacdo escalar da onda

toma a forma de:

em que u é a velocidade da onda. Suas solucGes tem a forma de:
E” =f(z—ut)
Et = g(z + ut)

ou

E=f(z—ut)+g(z+ut)



em que f e g denotam fungBes de z+ ut. Exemplos dessas fungdes incluem z =+ ut,
sin(k(z + ut)), cos(k(z + ut)) e e/kztut) am que k é uma constante. E possivel mostrar
gue essas quatro fung¢des podem, individualmente, satisfazer a solucdo da equacao diferencial

acima.

Assumindo dependéncia temporal harmdnica (senoidal) do tipo e/t e usarmos a

forma fasorial, a equacao diferencial simplifica para:

dZ
—E, +B%E, =0

dz?
naqual B = w/u e E, é a forma fasorial de E. As solugBes sdo similares:
Et = Ae/(wt-B2)
E- = Be/(wt+B2)
E = Ae/(@t=B2) 4 Beilwt+pz)
nas quais A e B sdao constantes.
Considere a solugio E* = Ae/(@t=B2) A parte imagindria dessa equacdo é:
E = 3{E*} = Asin(wt — fz)
* arbitrdrio: pode ser feito com a parte real, resultando no cosseno.

A Ultima equacgdo, da onda E, possui as seguintes caracteristicas:

€ harmoénica no tempo devido a hipdtese inicial de dependéncia temporal
caracterizada pela funcdo e/“t;
e A é aamplitude da onda e possui a mesma unidade de E;
e (wt — Bz) é afase da onda (em radianos), a qual depende do tempo t e da varidvel do

espaco z;
e w é afrequéncia angular da onda (radianos por segundo) e 8 é a constante de fase ou
numero de onda (em radianos por metro)

(wt — Bz) — rad

rad
w->—
S

rad
ﬁ E—
m

Devido a variagao tanto no tempo quanto no espac¢o, podemos plotar E em fungdo de

z mantendo t constante e vice-versa.
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Figure 10.1 Plot of E(z, ) = A sin(wt — B8z): (a) with constant ¢,
(b) with constant z.

No gréfico (a), observamos que o comprimento de z necessario para que ao
onda se repita (em relacdo a origem) é A metros. Portanto, A é chamado comprimento
de onda.

No grafico (b), o tempo para a onda se repetir é de T segundos. Chama-se
entdo T de periodo da onda.

Ja que a onda leva T segundos para viajar uma distancia A na velocidade u,
espera-se que:

A(m) =uT (?s)

Lembrando ainda a definicdo de frequéncia (niumero de ciclos por segundo)
como o inverso do periodo, ou seja, f = 1/T (Hz), podemos reescrever

u=fA

Devido a essa relagao fixa entre comprimento de onda e frequéncia, é possivel
identificar a posicao de uma estacdao radio-base dentro de sua banda tanto pela
frequéncia quanto pelo comprimento de onda. Usualmente, prefere-se a frequéncia.

Utilizando relagdo anterior e a sequéncia de relagdes,

w = 2nf
W
F=x



concluimos que

a qual mostra que para cada comprimento de onda propagado, a onda passa por uma variacdo

de fase de 21 radianos (um ciclo completo).
Veja que
e um sinal negativo em (wt * fz) indica a propagagdo da onda na diregdo +z,
enquanto
e um sinal positivo em (wt + fz) indica a propagacdo da onda na diregdo - z.

Um espectro de um sinal constitui-se da visualizacdo de um largo nimero de frequéncias
em ordem crescente. A tabela a seguir mostra em que faixas de frequéncias acontecem
diferentes tipos de ondas EM. Ondas de radio estdo na parte inferior do espectro

eletromagnético.

Quando as frequéncias aumentam, a manifestacdo de ondas EM se torna perigosa para
seres humanos. Microondas, por exemplo, oferecem dano se ndao forem propriamente
contidas. As dificuldades praticas do uso de energia EM para propdsitos de comunicacdo
também aumentam conforme as frequéncias aumentam, até que ndo possam mais ser

utilizadas.

TABLE 10.1 Electromagnetic Spectrum

EM Phenomena Examples of Uses Approximate Frequency Range
Cosmic rays Physics, astronomy 10'* GHz and above
Gamma rays Cancer therapy 10'°-10" GHz
X-rays X-ray examination 10°~10° GHz
Ultraviolet radiation  Sterilization 10°-10°* GHz
Visible light Human vision 10°-10° GHz
Infrared radiation Photography 10°-10* GHz
Microwave waves Radar, microwave relays, 3-300 GHz
satellite communication

Radio waves UHEF television 470-806 MHz

VHF television, FM radio 54-216 MHz

Short-wave radio 3-26 MHz

AM radio 535-1605 kHz




Enquanto métodos de comunicagao avangam, o limite para o uso das frequéncias vem sido
ampliado. Hoje as comunicac¢Ges via satélite utilizam frequéncias préximo dos 14 GHz. Essas
frequéncias estdo ainda muito abaixo das frequéncias de luz, embora em um ambiente
fechado e controlado de fibras éticas, a prépria luz possa ser utilizada para comunicagdes de

radio.
Exercicios

1) O campo elétrico no espaco livre é dado por
E = 50cos(10%t + Bx) a, (V/m)
a) Encontre a direcdo de propagacdo da onda.
b) Calcule B e o tempo necessario para propagar a onda por uma distancia /2.

c) Faga um esbogo da onda nostempost =0,T/4eT/2.

2) No espaco livre, H = 0.1 cos(2 x 108t — kx) a, (A/m).
a) Calculek,AeT
b) Calcule o tempo t; que leva para a onda viajar A/8.

¢) Faga um esbogo da onda em t;.
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