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Exercícios

1. [1, Exercício 7.1] Seja A uma variável aleatória uniforme no intervalo [0, 1]. Considere o
processo estocástico

X(t) = e−At.

Calcule a função média e a função autocorrelação do processo X(t).

2. [1, Exercício 7.2] Considere o processo estocástico X(t) definido por

X(t) = At2 + b,

onde A é uma variável aleatória Gaussiana de média nula e variância unitária e b é uma
constante qualquer.

(a) Determine a função média e a função variância do processo X(t).
(b) Determine a função densidade de probabilidade de primeira ordem do processo, ou

seja, determine fX(t)(x).
(c) Determine a função autocorrelação e a função autocovariância do processo X(t).

3. Considere o processo estocástico

X(t) = A rect(t),

em que A é uma variável aleatória discreta que assume os valores 0, 1 e 2 com igual
probabilidade.

(a) Esboce todas as possíveis realizações (isto é, funções-amostra) de X(t).
(b) Determine a função densidade de probabilidade de primeira ordem de X(t).
(c) Determine a função média de X(t).
(d) Determine a função autocorrelação de X(t).
(e) O processo X(t) é estacionário no sentido amplo? Justifique.
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4. Sejam A e B variáveis aleatórias independentes tais que A é uniformemente distribuída
no intervalo [−1,+1] e B é discreta com Pr[B = −1] = Pr[B = +1] = 1/2. Seja também
X(t) um processo estocástico definido por

X(t) = At+B.

(a) Determine a função média e a função autocorrelação do processo X(t).
(b) O processo X(t) é estacionário no sentido amplo? Justifique.

5. Seja B[k] um processo estocástico (de parâmetro discreto) em que B[k] ∼ Bernoulli(p),
para todo k, com B[k1] independente de B[k2] para k1 6= k2. Seja

X[k] =

−a, se B[k] = 0,
+a, se B[k] = 1,

onde a é uma constante. Calcule a função média e a função autocorrelação de X[k].

6. [1, Exercícios 7.10, 7.12]

(a) Determine a densidade espectral de potência SX(f) de um processo estocástico X(t),
estacionário no sentido amplo, com função autocorrelação dada por

RX(τ) = e−ατ2
,

onde α é uma constante positiva.
(b) Determine a função autocorrelação RX(τ) de um processo estocástico X(t), estaci-

onário no sentido amplo, com densidade espectral de potência dada por

SX(f) = 1
[1 + (2πf)2]2 .

7. [1, Exercício 7.11] Um processo estocástico X(t) é dado por

X(t) = A cos(2πFt+ Θ),

onde A, F e Θ são variáveis aleatórias estatisticamente independentes tais que:

• A tem média µA e variância σ2
A.

• F é uniformemente distribuída no intervalo [0, f0].
• Θ é uniformemente distribuída no intervalo [0, 2π].

(a) Determine a função média e a a função autocorrelação de X(t). Conclua que X(t)
é estacionário no sentido amplo.

(b) Determine a potência média de X(t).
(c) Determine a densidade espectral de potência de X(t).
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8. [3, Example 9.4] (Modulação AM-DSB-SC) Seja M(t) um processo estocástico estacioná-
rio no sentido amplo com média µM , função autocorrelação RM(τ) e densidade espectral
de potência SM(f). Determine a função média, a função autocorrelação e a densidade
espectral de potência de

X(t) = M(t) cos(2πfct+ Θ),

onde Θ ∼ Unif(0, 2π) e fc é uma constante. Considere M(t) e Θ independentes.

9. [3, Example 9.2] (Ruído branco após filtragem passa-baixa) Determine a função autocor-
relação RX(τ) e a potência média PX de um processo estocástico estácionario no sentido
amplo X(t) cuja densidade espectral de potência é dada por

SX(f) =

n0/2, se |f | < f0,

0, caso contrário.

onde n0 e f0 são constantes positivas.

10. [2, Problems 18.28, 18.29] Determine e esboce a função autocorrelação e a função densi-
dade espectral de potência do sinal na saída de um sistema linear invariante no tempo
com resposta ao impulso h(t), supondo na entrada ruído branco X(t) com média nula e
função autocorrelação RX(τ) = (n0/2)δ(τ), para:

(a) h(t) =


1
t0

e−t/t0 , se t ≥ 0,

0, caso contrário;
(b) h(t) =


1
t0
, se 0 ≤ t ≤ t0,

0, caso contrário.

Considere que n0 e t0 sejam constantes positivas.

11. [2, Exemplo 7.8] Considere um processo estocástico de ruído branco X(t) com média
nula e densidade espectral de potência dada por SX(f) = n0/2, onde n0 é uma constante
positiva. Determine a média, a função autocorrelação, a densidade espectral de potência
e a potência média do processo estocástico Y (t) obtido pela passagem de X(t) através do
filtro RC mostrado abaixo.

C

R+

−

X(t)

+

−

Y (t)

12. [1, Exercício 7.6] Um processo estocástico gaussiano X(t) tem média nula e função auto-
correlação

RX(t1, t2) = 2−|t2−t1|.
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Uma pessoa que desconhece o valor da média do processo X(t) e que tem acesso a uma
função amostra do mesmo resolve estimar esta média por

M = X(0) +X(1) +X(2)
3 .

Note que M é uma variável aleatória. Determine a probabilidade de que o módulo do
erro cometido exceda o valor 1, ou seja, determine

Pr[|M | > 1].

13. [1, Exercício 7.7] Seja X(t) um processo estocástico gaussiano de média nula e função
autocorrelação dada por

RX(t1, t2) = a e−|t2−t1|,

onde a é uma constante positiva. Sabe-se que a variável aleatória X(20), definida no
instante t = 20, excede o valor 6 com probabilidade 0,13499%. Seja

Y (t) = X(t) +X(t− b),

onde b é uma constante.

(a) Determine o valor da constante a.
(b) Determine a função média e a função autocorrelação do processo Y (t), concluindo

sobre sua estacionariedade no sentido amplo.
(c) Calcule o coeficiente de correlação de Pearson entre Y (0) e Y (2), para b = 1.

14. [1, Exercício 7.13] Um processo estocástico gaussiano X(t) tem função média

µX(t) = 1
2

e função autocorrelação
RX(τ) = 2δ(τ).

O processo X(t) passa através de um sistema linear cuja resposta ao impulso é dada por

h(t) = e−tu(t),

(onde u(t) denota a função degrau unitário), resultando no processo estocástico Y (t).
Determine a função densidade de probabilidade das variáveis aleatórias Y (0) e Y (1), ou
seja, determine fY (0),Y (1)(y0, y1).

15. Seja X[k] um processo estocástico de parâmetro discreto, em que

. . . , X[−2], X[−1], X[0], X[1], X[2], . . .

são variáveis aleatórias gaussianas i.i.d. (independentes e identicamente distribuídas) de
média 0 e variância 1. Seja

Y [k] = X[k]−X[k − 1].
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(a) Determine e esboce a função autocovariância de Y [k], em função de ` = k2 − k1.
(b) Determine a função densidade de probabilidade de Y [8].
(c) Calcule Pr[Y [8] > 0 | Y [6] > 0].

16. Considere um processo estocástico de tempo discreto X[k], definido por

X[k] = aX[k − 1] +W [k], para k = 1, 2, . . . ,
X[0] = 0,

onde W [1],W [2], . . . , são variáveis aleatórias, todas de média µW .

(a) Determine a função média de X[k], para a = 1.
(b) Determine a função média de X[k], para a = 2.
(c) O processo é estacionário no sentido amplo? Justifique.

Exercícios complementares

1. Demonstre os seguintes fatos.

(a) Se X(t) é estacionário de ordem n, então X(t) é estacionário de ordem n− 1.
(Por simplicidade, prove para o caso particular n = 3.)

(b) Se X(t) é estacionário de 2a¯ ordem, então X(t) é estacionário no sentido amplo.
(Como visto em sala de aula através de um contra-exemplo, a recíproca é falsa!)

2. Seja RX(τ) a função autocorrelação e SX(f) a densidade espectral de potência de um
processo estocástico real X(t) estacionário no sentido amplo. Mostre que:

(a) RX(τ) é par, isto é, RX(τ) = RX(−τ).
(b) RX(0) = E[X2(t)] = PX [potência média de X(t) = valor médio quadrático de X(t)].
(c) |RX(τ)| assume seu valor máximo em τ = 0.

(Dica: Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o valor esperado: E[XY ]2 ≤ E[X2]E[Y 2].)

(d) SX(f) = 2
∫ ∞

0
RX(τ) cos(2πfτ)dτ .

(Dica: Utilize o teorema de Wiener-Khinchin e a fórmula de Euler.)

(e) SX(f) é real e par.
(Dica: Utilize os itens (a) e (d).)

(f) SX(f) ≥ 0, para todo f .
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Respostas

1. µX(t) = 1− e−t

t
e RX(t1, t2) = 1− e−(t1+t2)

t1 + t2
.

2. (a) µX(t) = b, σ2
X(t) = t4. (b) fX(t)(x) = 1√

2πt2
e−

(x−b)2

2t4 .

(c) RX(t1, t2) = t21t
2
2 + b2, KX(t1, t2) = t21t

2
2.

3. (a) 0, rect(t), 2 rect(t). (b) fX(t)(x) =


1
3δ(x) + 1

3δ(x− 1) + 1
3δ(x− 2), se |t| ≤ 1/2,

δ(x), caso contrário.

(c) µX(t) = rect(t). (d) RX(t1, t2) = 5
3 rect(t1) rect(t2). (e) Não.

4. (a) µX(t) = 0, RX(t1, t2) = 1
3 t1t2 + 1. (b) Não.

5. µX [k] = a(2p− 1), RX [k1, k2] =
{
a2, se k1 = k2,
a2(2p− 1)2, caso contrário.

6. (a) SX(f) =
√
π

α
e−

(πf)2
α . (b) RX(τ) = 1

4(e−|τ |) ? (e−|τ |) = 1
4(1 + |τ |)e−|τ |.

7. (a) µX(t) = 0 e RX(t1, t2) = σ2
A + µ2

A

2 sinc
(
2f0(t2 − t1)

)
. (b) PX = σ2

A + µ2
A

2 .

(c) SX(f) = σ2
A + µ2

A

4f0
rect

(
f

2f0

)
.

8. µX = 0, RX(τ) = 1
2RM (τ) cos(2πfcτ) e SX(f) = 1

4 [SM (f + fc) + SM (f − fc)].

9. RX(τ) = n0f0 sinc(2f0τ) e PX = n0f0.

10. (a)RY (τ) = n0

4t0
e−
|τ|
t0 e SY (f) = n0

2
1

1 + (2πt0f)2 . (b)RY (τ) = n0

2t0
tri
(
τ

t0

)
e SY (f) = n0

2 sinc2(t0f).

11. µY = 0, RY (τ) = n0

4RC e−
|τ|
RC , SY (f) = n0/2

1 + (2πRCf)2 , PY = n0

4RC .

12. 2Q(
√

18/11) = 0,201

13. (a) a = 4. (b) µY (t) = 0, RY (t1, t2) = 8e−|τ | + 4e−|τ−b| + 4e−|τ+b|, onde τ = t2 − t1. (c) 0,252.

14.
[
Y (0)
Y (1)

]
∼ N

([
1
2
1
2

]
,

[
3
4 e−1 − 1

4

e−1 − 1
4

3
4

])
, de onde pode ser obtido fY (0),Y (1)(y0, y1).

15. (a) RY [`] =


2, se ` = 0,
1, se ` = ±1,
0, caso contrário.

(b) fY (8)(y) = 1√
2π2

e−
y2
4 . (c) 1

2 .

16. (Em breve.)

Obs.: rect(x) =
{

1, se |x| ≤ 1/2,
0, caso contrário;

tri(x) =
{

1− |x|, se |x| ≤ 1,
0, caso contrário;

sinc(x) = sen(πx)
πx

.
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