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7.1 - Numeros Complexos - Revisao de Matematica

A algebra dos nameros complexos permite representaerar vetores no plano.
Possibilita que grandezas que variam senoidaln{enteossenoidalmente) em funcao do
tempo, ou seja, do tipo A sen( wt + f) , sejam espntados por vetores bidimensionais
(fasores) A(cos f+ isen f). E mais facil operarngso, multiplicar etc.) com nimeros
complexos de diferentes modulos e argumentos do gperar com funcdes
trigonométricas (senos e cossenos) de diferentpbtades e fases.

Quantidade complexa (ou fasor) € uma grandeza qde pger representada e
operada vetorialmente, pela Algebra dos nimeroplexms, no plano. Pode significar
uma variacdo de amplitude A (ou Mddulo) e faseod argumento) num movimento
periddico (como acontece nos circuitos elétricosateente alternada).

1) Definicao

Todo nimero que pode ser expresso ha farma +j b € um namero complexo, onde:
e "a" é a parte real;
e "b" é a parte imaginaria;
 "|" ¢ a unidade imaginaria de valor iguéV/-1, ou sejaj=- 1.

Exemplo z=3+j4

2) Formas retangular e polar
Um numero complexo pode ser representado de dsvdmseas, dentre as quais se
destacam as formas polar e retangular a saber:

z=a+] b (formaretangular)

z=|z|oe (forma polar)
Onde: "|z|"é omddulode"z" e " 8" éoargumento de "z"
Exempla z=3+j4 « z=5[053,13°

No “item 4” veremos como fazer a transformacao wi®a forma para outra.



3) Representacdo de umhcomplexo no plano de Gauss

A m ()

z.=(atjb)
z=a+jb I b |

—> y
0 Re

z=|z|0O6

v

* Note que ao numero complexo z= a+jb pode-se associ  ar um
vetor z=|z|06 , conforme a figura.

+ O argumento"6“ é medido anti-horério, contado do eixo dos Reais (Re).

* O plano de Gauss tem seus quadrantes LI, Ill e IV contados no sentido anti-
horario.
Exemplo:

Represente o’rcomplexo z = 3 + j 4 no plano de Gauss, indicando também seu médulo
e seu argumento.

Im
4 _ Note que os valores do médulo
z = (3+j4) “|Z|” e do argumento " 0" de " 2"
podem ser determinados por
4 trigonometria no triangulo retangulo,
5 como veremos logo a seguir.
3

4) Transformacao Retangular - Polar

Um numero complexo expresso na forma retangular padser transformado para a forma polar,
conforme segue:

Im
z=a+jb= |z |06 i
— b o (0] b
0 =arctg A ( "z" no 1" quadrante) 2]
|z |= \I 2+ b2 (Pitagoras) 0 Re R
a




Exemplo:

Transforme o numero complexo z = 3 + |4 pararaéopolar:
Solucéo:

z=3+j4 = |z|O6 — z=5053,1%3

|z|§\l 32442 = 12]=5
@=arctg4/3 = ©6=53,13F

Um n° complexo na forma polar pode ser transformado para forma retangular, conforme segue:

z=1|z|dJ6 = z=|z|coB+j|z|seB = z=a+jb

Exemplo:
Represente o°’ncomplexo z = 5153,13 na forma retangular.

Solucéo:
z=5053,13 = z=5c0s53,13+j5sen53,183 = z=3+j4

5) Operacdes com numeros complexos

Adicao e Subtracao
Séo operagdes melhor realizadas na forma retangutando que operam-se parte real com parte real e
parte imaginaria com parte imaginaria.

Exemplo:
Dados: z=3+j5e z=2-j4
Obter: z=z+2 € Z=z-2

Solucao:
Z,=2+2% Zh=2-2%
zZ,=3+5+2-j4 z2,=3+]5-(2-)4)
Z,=5+]1 z,=3+]5-2+ |4
2=1+j9

Multiplicac&o e Diviséo
Sao operacbes melhor realizadas na forpw@ar, sendo que, nanultiplicacdo, multiplicam-se os
modulos e somam-se 0s argumenteaquanto que, ndivisao,dividem-seos médulos e subtraem-se 0s

argumentos

Exemplo:
Dados: z=3+j4= z=51053,13°

2,=0+j6= 2 =6090°



Obter:

Z.=721x2 € z=292

Solucéo:

.= 7z1x = 5053,13°x 690° 2,=7l 2,
z. =5x 653,13+ 90° z,= (5053,13°)/6090°

z, =300 143,13 z, = 0,8331-36,87°

Exercicios - Nomeros Complexos

1 - Dados os numeros complexos abaixo, representadforma retangular:

z,= 6+ 8 ( °LlQuadrante = B=arctg % )
2,=-2+j3 ( 2 Quadrante = 9:180’-arctg%| )
Z3=-2-j4 ( 8 Quadrante= 6:180’+arctg%| )
Z,=6-j8 ( %4 Quadrante= 9z360°-arctg%| )
z5=0+j6 ( sobre o eixoagmario correspondente ao +j )

1.1) Represente-os no plano de Gauss;
1.2) Transforme-os para a forma polar;
1.3) Faca as operacgodes indicadas abaixo:

a) z=z+2%-2 b)z=2z.2 c) z.=z’lz

2 - Transforme os complexos abaixo para a formarpmh para retangular, conforme o
caso:

a) z=6+j8 b) z=0-j3 c) #=50030 d) z= 10 060°



7.2 - Resisténcia Elétrica, Reatancia Indutiva e Ré¢ancia Capacitiva

Revisao: Comportamento RLC em Regime Permanentem DC

elemento funcionamento em DC
VR = RIR
Resistor g RQ@
Puro *—-"ANAN— IR = VR/ R
+ Vg - Funciona como urfimitador de corrente,
além de dissipar energia
(E=P.t ou E=V.I.t)
Vi =- L AIL/At =0V
I L(H)
o~ o ou, mudando-se a convencao
Indutor
Puro VA V|_=|_.A||_/At=OV
I Funciona como uraurto-circuito, ndo
— L(H) afetando o valor da corrente.
.m.
v Apenas armazena energia.
VLS (E=L.i¥2).
ic=C.AVc/At =0A
I
Capacitor C_, c Funciona como urircuito abertq
Puro | | nao permitindo a circulacao de corrente
+ Ve - Apenas armazena energia
(E=CV*/2)

Nota: em DC, o resistor e o capacitor produzem t@&mbqueda de tensdo, o que permite utiliza-los
como divisores ou derivadores de tensao.



Comportamento RLC, regime permanente em AC, com vates eficazes de "V e I"

gia.

elemento funcionamento / relacéo V x |
| R Q) |R:VR/R:>VR=R.|R
Resistor ¢ VAT Funciona como urfimitador de corrente
Puro Y Produz queda de tensé&o e dissipagédo de ener
R -
Condicdes extremas no resistor:
R =00 = O resistor funciona como um curto-circuito;
R = Q = O resistor funciona como um circuito aberto.
(V|_ =LA/ At=> V. = (,O.L.||_)
V|_ :XL . ||_ = ||_=V|_/X|_
Indutor 'L_> L(H) Funciona como um limitador e defasador da
Puro o —"rr——9 corrente (atrasa a corrente em “afa tensao ).
Produz queda de tenséo e armazena e liber
+ V, - energia, periodicamente.

XL (reatancia indutiva, expressa em ohms) é o
limitador da corrente, cujo valor esta diretame
relacionado com as frequéncials € "w', nas
formas:
XL=wlL ou X =271fL (Q)

fator
nte

Condicdes extremas no indutor:

f=0Hz= X_ =0 £ = O indutor funciona como curto-circuito.

Eo que acontece em corrergatinua.

f=owHz = X = oQ = O indutor funciona como um circuito aberto




Capacitor
Puro

(Ic = CAv/At = Ic =w.C.Vc)

lc= Vc/ Xc = Vc=Xce. lc

(adianta a corrente em 8@la tenséo).

energia periodicamente.

limitador da corrente, cujo valor esta inversament
relacionado com a frequiéncia

Xc=1/wC Q)ou, Xc=1/2tfC (Q)

(note que maior "f" implica maior “I”)

Funciona como um limitador e defasador da corrents

Produz queda de tenséo, além de armazenar e liber

Onde Xc (reatancia capacitiva, expressa em ohnasjakdr

v

"

ar

CondicOes extremas no capacitor

f=0Hz = Xc=0Q = O capacitor funcionaria como um circuito abeBEm

f=0Hz = Xc=0 Q= O capacitor funcionaria como um curto-circuitoisp

gue acontece em corrente continua.

nao afetaria o valor da corrente.

Importante!

As relacdes entre tensao e corrente nos elemeht®sdf AC, se aplicam tanto a
valores maximos como a valores eficazes de tems@&ocorrente.

exemplo:

Vm = X (com valores maximos)

V 3 Xl (com valores eficazes)



Aplicacdo 01

Em cada circuito AC abaixo, operando em regime peente, utilizando valores eficazes e
desconsiderando as defasagens, determine a irddasié corrente resultante.

a ) Circuito Resistivo Puro

Solucio: s
k= Va/R "
Ik =220/100
k =2,2A ;- » . ;F/R § ,

b) Circuito Indutivo Puro

Solucao .
& = V|_/ X|_
X =w.L =21t L=37,70
| =220/37,7=583A @ it Ve

c)Circuito Capacitivo Puro

Solugéo I
¢ =Vc/ Xc ,
X=1/uC
X =1/ 2nfC = 26,5Q
£=220/26,5 2. /0 Gra ve T
¢ =83A )

Comentario:

Nessa aplicacéo ficou evidenciado que cada comp®miencircuito, seja resistor, indutor ou capacitor
através da resisténcia, da reatancia indutiva pacitiva, respectivamente, atua de modo inversament
proporcional no sentido de limitar ou estabelecealor da corrente onde estao instalados.

As acOes defasadoras do indutor e do capacitorp cambém os efeitos produzidos pelas associagdes
desses elementos, serdo abordados na sequénaitiy dgconceito de impedancia.



7.3 - Impedancia e Triangulo de Impedancia

A presenca no circuito dos componentes R,L,C, emekCregime permanente, isolados ou agrupados,
produz um efeito resultante chamado IMPEDANCIA, quale ser propria de um componente ou
equivalente a um grupo ou associacao, represepeddetra “Z”, cujo valor ir4 influenciar a corten
elétrica, tanto na sua intensidade, quanto nazsaa f

o> MY, = M [z
ol

Assim, pode-se conceltuar a impedancia de um elkeran de conjunto de elementos

como sendo:

Impedancia € uma grandeza complexa que representaaado limitadora e defasadora
sobre a corrente elétrica.

Essa impedanci&” , expressa em ohm&), € representada por um numero complexo na
formas:

Z=R+]X (forma retangular) ou Z=|Z|Ug (forma polar),
Onde:
e "R "éaparte real de "Z";
o "X" € aparte imaginaria de "Z (indutiva ou capaajtiv

e "|Z|"éombdulodéz". Seu valor limitard a corrente na forma=V /|Z| e sera
encontrado fazendo-se:

1ZI=\/ R2+ x2

e " (" €& o0argumento (ou o0 angulo) da impedafigla Seu valor expressa a defasagem
entre a tensao e a corrente, sendo calculado por:

¢=zarctg | X/R|

O sinal sera positivgt+) caso predominar o efeito indutivo sobre o capaait
Caso contrério, sera negativo. Observe os exengggsintes

Exemplo de impedéancia do tipo indutiva Z=6 +j 8 (Q) Z=10053,13 ( Q)
Exemplo de impedancia do tipo capacitivd =3 -4 (Q) Z =50-53,13 (Q)




Tridangulo de Impedanciak um tridngulo retangulo utilizado para represanimpedancia, através
de todos 0s seus componentes, nas formas polteregrdar, bem como para mostrar as relacoes
existentes entre os proprios componentes. Not® &K sdo mddulos ( ou positivos)

|Zf = R+ X?
12l x (indutivo ou :>
0 capacitivo) p=xarctg|X/R]|
R
Exemplo:
Z=6+j8 (Q) 10Q 8Q (indutivo)
Z=10053,1% (Q) 5313°

6Q
Essa impedancia é predominantemente indutiva, pa@qusua parte imaginaria € positiva, bem como

porque seu angulo é positivo. Logo, se localizaaprimeiro quadrante do plano de Gauss. Caso fosse
capacitiva seriam ambos negativos e impedancidosalizaria no quarto quadrante.

Impedéancias Préprias

Cada um dos componentes R, L, C pode ter suaémesiagtou reatancia expressa na forma
de uma impedancia, obtida a partir de sua fornzagetlar geralz = R + j(X-X,)

Elemento Propriedade impedancia Propria ()
Retangular Polar
Resistor R(Q) Zr=R Zg=RO0°
L (H) ZL=j X, Z, =X 090
Indutor Z =jwlL
Z =j2mfL
C(F) Zc=-]Xc Zc = Xc 0-90°
Capacitor Zc=-] lwC
Zc= 1/ juC
Zc=1/j2nfC

Note que as impedancias do indutor e do capacit@pehdem diretamente e inversamente da
frequéncia, respectivamente.

(Fica como sugestéo a elaboracao de graficos qustilem essas relacdes com a frequéncia).
10



Associacoes de Impedancias e Impedancia Equivaleriigeq).

Procedimento similar ao usado em associacdes dst@es.

a) Associacdo em Série

Zeq € igual a soma das impedancias associaddeq = Z; + Z, + ... + Z,
Seja, por exemplo, uma associacdo em série, d&tib

A impedancia equivalente sera:

B
. . Zeq
Zz=R Z =Xy Zc=-JXc
- 1 Fe O —L I
A B
Zeq =%+ 7, + Ze

Zeq:R"‘J:)ﬁ"' (-] Xc)
Zeq=R+j(X - Xc)
Zeg=R+jX

b) Associacdao em paralelo

O inverso dé€Zeq” € igual a soma dos inversos das impedancias adascia

1/Zeq=1/Z,+ 11Z,+ ....... + 1/Zn

Caso particular: n = 2 ( duas impedancias)

Zeq:Z]_XZZIZ]_+Zz

11



Seja, por exemplo, a associacao paralelo tipo Rb@&ixo.

A expressao de Zeq entre A e B sera:

>
®
—®
I—0
—

Zc=-jXc

1/Zeq=1/Zg +1/Z + ....... + 1Zc
Com seu resultado final do tipo:

Zeg=R+)X
( Onde “R” é a parte real e “X” a parte imaginateimpedancia “Zeq”)

a) Associacdes mistas: Combinam associa¢des do tiesie e paralelo.

Exemplo:

R1
1kQ

" R2 L ¢
@v 1kQ [ 1 WF

Para a determinacdo de uma impedancia equivalaptea-se passo a passo, onde for o caso, 0s
procedimentos para associacdes série e paralelo.

12



Aplicacdo 02

Dado o circuito abaixo, em corrente alternada, egmie permanente, determine:

R
100 Q
n L
)220 V160 HZ/0 Graus C 100 mH
100 pF
||

a) A impedancia propria de cada elemento, nas foretasgular e polar.

f=60 Hz
w=2Tf
w= 2160 =120 rad/s
w= 377 rad/s
resistor indutor capacitor
R =100Q L =100 mH C = 100puF
Zr=R Z|_=j0\]|_ Zcz-j/OCC
Zr=100Q Z,=j37,7Q Zc=-j26,5Q
Zr=10000°Q Z,=37,7090° Q Zc=26,50-90°Q

b) A impedancia total "vista" pela fonte ( polare¢gangular).

Zr=100Q
]
L 1
Zeq =4+ + ... + Zn
Zeq=2%+27Z +Zc Zeq D 2,=j37,7Q
Zeq =100+ j37,7+(-]26,5)
Zeq =100 +j 11,8 (retangular) ]

Zeq = 100,62006,4 Q (polar) Zc=-j 26,50

13



¢)O triangulo de impedancia.

100,620
/m 11,2Q (ind)

100Q

d) A intensidade de corrente no circuito ( valoca).

1=V /|Z|

| =220 /100,62 .
=219 A vy |Zeq | = 100,62 °

e) A defasagem entre "v'e"i"

@=0v -0i
@ =6,4° ( E o proprio angulo da impedéancia visto geq = 100,6206,4° )

O sinal positivo d& ¢@" indica que a corrente esta atrasada da tens@enresultado
de um circuito predominantemente indutivo, oXgamaior do queXc.

14



8.1 — Fasor

a — Introducéo

Inicialmente, deve-se considerar a corrente altelaC ou CA)como sendo a corrente alternada do
tipo senoidal existente em circuitos cujas fon#@s de tensdo alternada senoidal, como ocorre nos
circuitos alimentados diretamente na rede elétrica.

Também deve-se lembrar de que tensdes e correhézragdas senoidais podem ser representadas
grafica e matematicamente, conforme mostra o exeque segue:

ot OV T
.l < >
61
a4t v =V sen (ut + 06y)
2l t[s]
0L ; — || Vv = 8.sen(5m-63°) (V)
_2770 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Al
sl
e
0l O

Ocorre que essas representacdes ndo sdo apropripdas a resolucdo de circuitos elétricos. Ha,
portanto, a necessidade de uma outra representpgiia tensao e corrente, que facilite as operagdes

matematicas presentes em qualquer problema desanddi circuitos elétricos

Nos estudos até aqui observamos que os parametigsimmportantes da tenséo e da
corrente alternada sao:

valores maximos e periodo e velocidade ou angulo de fase
eficazes frequéncia frequéncia angular
Vm, Ivoe Ve, et T,f w 0

Como, em geral, as fontes de tensao (ou de coyreaie circuito apresentam a mesma
frequéncia, ou seja, mesmo "f* e mesmd,"e todas as correntes e tensées no circuito
vem a ter esta mesma frequéncia, entdo pode-sé& @mitequéncia angularsd’ nas

representactes de "v" e "i".

15



Por exemplo:
Considere as tensfes seguintes:

v: =10 sen (500t + (V)
vz = 5,0 sen (500t + 4% (V)

Vi (1) va ) v () vz = 2,5 sen (500t + 2P (V)
) (v

Onde v =YSen Wi+0)

1
| —

1
 E—

Como as tensfes,w, e s apresentam o mesm@= 500 rad/s,entdo," w" por si sé nao
diferencia as tensdes entre si, podendo ser onmadepresentacao ge V,, Va.

Basta, entdo, diferenciag, v,, v; através dé¢ V" e de" 0", o que sera feito com a
adocao do conceito de “fasor”.

b- Conceito de FASOR

FASOR — E um vetor complexfgirante no sentido anti-horario com velocidadg que
através de seu modulo e de seu argumento represemia tensdo ou corrente alternada
senoidal, no que se refere ao seu valor maximo &ou valor eficaz) e ao seu angulo de
fase, respectivamente.

Vv =Vy sen «t + 6y) i =1y sen «t + 6i)

V:VM 'I:IM

Observe que um fasor é simbolizado por letra malasencimada por um ponto. Seu
modulo, por letra maildscula, sem o tal ponto. Dadédiculdade dessa notacao, serdo aqui
adotadasletras maiusculas no formato italico para a idenficacdo dos fasores.

Por exemplo:

v =Vu sen «t +6y)

1l

V =V O+6v (em valor maximo -_a ser mais usado nesse capitulo)

V=V 0O+Bv (em valor eficaz)

Lembre-se de que o valor eficaz é o valor maxinuod@ pico) dividido por raiz quadrada de dois.

Note que:

Sendo os fasores vetores complexos, para opeentee si podem ser usados os metodos
graficos e analiticos conhecidos para operacdesiaiste, principalmente, a algebra dos
numeros complexos. Optaremos por esta segunaa.for
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Aplicacao 1
Dados os sinais;\= 30 sen (100t +P(V) e y=40sen (100t+ 909 (V),
obter asoma Vv =W V, .

Solucéo:
vi=30sen (100t+P (V) — V; =3000 (V)
v,=40sen (100t +90 (V) — V, = 40090 (V)

V =V;+ V,

V =3000 + 40090

V = (30 cos B+ 30 sen ) + (40 cos 90+j 40 sen 99)
V =30+j40 ou V= 50 053,13 (V)

8.2 - Definicdo de Impedancia

Por definicdg a impedancia "Z" de um elemento (ou circuito) é quociente entre o
fasor tensdo nos terminais e o fasor corrente atvés do mesmpou seja:

£ = ZoVIil Q)
. v

Assim, como vimos anteriormente, a impedancia € umgrandeza complexa que
representa a acao limitadora e defasadora da comée elétrica:

=V /Z = Z=|ZPe° (forma polar)
" @" ( angulo daimpedancia) — Indica a defasagaime & tensdo e a corrente;
"I Z|" ( médulo da impedancia) - € o fator lindibe da correntg | =V /| Z|).
Aplicacao 2:
Nos terminais de um elemento, em um circuito em A@lica-se uma tensao

V= 500 53,13 (V), observando-se uma corrente resultante 100 2¢° (A).
Determine a Impedancia desse elemento:

Z=V/I — | e B
Z=50053,13 / 100 2¢°
Z=503313 Q .

\Y

Note que nao interessa se o fasor esta em valamodu eficaz.

17



Assim sendo, a partir da definicdo de impedanciarse a relacadd = Z.1, que aplicada
aos componentes elétricos estudados resulta em:

Geral Retangular Polar
Resistor VR:ZR.IR VR:RIR VR:RDOO.IR
Indutor V|_=Z|_.||_ V|_=jX|_||_ V|_=X|_ |:|900.||_
Capacitor Ve =Zc.le Ve =-jXc. lc Ve=Xc 0-90°.1c

8.3- Dominio Tempo e Dominio Frequéncia
Toda tensdo ou corrente alternada senoidal esggm@&sentada n@ominio Tempo
guando estiver expressa, respectivamente, na forma:
v=Vysen(wt+06v) ou i=Il,sen (uwt+06i)

Toda tensdo ou corrente alternada senoidal estprésentada nbominio Frequéncia

guando estiver na forma de “fasor”, ou seja, resmaoente:
V = VM O GVO

oul =1y 0O 6"

Em decorréncia, pode-se representar circuitos@étno Dominio Tempo e no Dominio
Frequéncia, conforme o0 exemplo seguinte:

dominio tempo

dominio Frequiéncia

Onde:

v=Vysen (wt+06v)

Onde R,L e C sédo propriedades dos elemer

= [0° [

Onde:

:IZc V

= Wu

8, °

OndeZg,Z, € Zc sao impedancias

tos

Note que, noDominio Tempo, os componentes sao especificados através de suas
propriedadesesisténcia ( R ), indutancia (L) e capacitancia C ), enquanto que, no
Dominio Frequéncia,através de suas impedancias proprias, €. e Z.).

A utilizacdo de

diferenciar as duas formas de representacaon(inius tempo e frequéngia

retangulos para representar aseddpcias € opcional, sendo adotada por melhor

18



8.4 - Analise de Circuitos em AC, em Regime Permante

Nossos circuitos envolverao resistores, indutoeesapacitores, combinados de diversas formas, sendo
alimentados por uma Unica fonte de tensédo AC.

As andlises serdo realizadas nos circuitos expresso dominio frequéncia, onde deverdo estar
representadas as impedancias proprias dos elemertmso também os fasores tensdes e correntes.

Important e:
Narepresentacao fasoriakera preferencialmente adotadeator maximo (ou de pico).

Mais adiante, no estudo de poténcia em AC, osrdasserdo normalmente expressos atraves de valores
eficazes.

Como sdo muitas as combinagfes de circuitos RLC'squais sejam Resistivo: Série, Paralelo,
Misto; Resistivo-Indutivo: Série, Paralelo, Misto; Resistivo-Capacitivo: Série....... , apresentaremos
apenas 04 casos completos de andlise, que servid@dase para outras eventuais situagoes.

Caso 1 - Circuito Resistivo Misto.

No circuito Resistivo Misto abaixo, determine areate e a queda tensdo em cada
resistor.

l1 R1 i3
—> 10Q e

AAA

vy Ve
& + v

R2 R3
”\D v V2 v § -
) 200 oG 200 ( Dominio Tempo )
&

v=311sen 377t (V)

Solugao:
Representacdo no Dominio Frequéncia:

Iy Z,=10Q I3

7 —

I
V =31100° V) + |::]ZZ =20Q + |::| Z3=20Q
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A partir desse circuito se procede a analise.

223222.23/ Zz+23 ZT:Z]_+223:10+10:20
Z,3=2000°.2000° 20+ 20 Zr =20Q ou #=2000°Q
223:10|:| OOQ

S

[

V =31100° (V)

]

} Zr= 2000° @

1=V /Z; l,= I = 155500 (A)
|=31100°% 200 0°
| = 15,550 0° (A)

IXx = Zeq . | / Zx (regra do divisor d&/;=2Z;.1,= 100 0° . 15,550 ¢°

corrente) V, = 155, 5507 0°
V2 = Zz . |2
l,=7,78 0 0° (A) V,=2000°.7,7800C°
V, = 155, 5601 0° (V)
13=7,78 0 0° (A) Vs =V, = 155, 5600 0° (V)

Resposta: (No Dominio Tempo)
i, =15,55sen (377t+9 (A)
i,=7,78sen (377t+0Q (A)
i3=7,78sen (377t +Q (A)
v; = 155,55 sen (377t ¥0 (V)
v, = 155,56 sen (377t ¥ 0 (V)
vz = 155,56 sen ( 377t+0 (V)

Importante: Em casos de circuitos puramente resistivosemasdes e correntes estarao

todas em fase, o que podera dispensar a utilizdednotacdo fasorial, podendo ser
analisados considerando-se somente os modulsasigsandezas.
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Caso 2 - Circuito RL Série

No circuito RL tipo serie abaixo, determine as é&sse correntes nos elementos.

R =10Q

AR

+ VR -

Q) +
VL L =50 mH
i |

v=311lsen 377t (V)

Solucgdo : O primeiro passo € fazer a passagenrcdatoipara o Dominio Frequéncia.

Zz=10Q

Zzr=R=10Q =1000°Q

ZL =] XL = jwl

Z, =j18,85Q

Z, =18,850 90° Q V=310 0° (V) Z,=18850
|

Segue-se a analise: \

Zr=Z:+Z =10+)18,85
Z:=21,330 62,08 (Q)

| =V /Z;
| =31100° / 21,33062,05 | Z;=21,330 62,05 Q
V =31100° (V) \

| = 14,580- 62,08 (A)

Vr=Zg.l = 100 0. 14,58 0- 62,58 = 145,80 -62,0% (V)
V. =7 .1 =18,850090". 14,580- 62,05= 274, 831 27,95 (V)

Respostas:

i= 14,58 sen (377t-62,0p (A) Note que no indutor a corrente esta atrasada
Vg=145,8 sen (377 t- 62,06 (V) da tens&o de 90enquanto que no resistor @
v, =274,83 sen (377t + 27,95\/) tensao e a corrente estdo em-
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Caso 3 - Circuito RC paralelo

Dado o circuito RC paralelo abaixo, determine asdes e correntes nos elementos.

| & l
i l Ic
R=10 J—
&Y v + Ve .

Ve
*
- v=311lsen 377t (V)
Solucéo:
A primeira coisa a se fazer é transformar o ciccpdra o Dominio da Frequéncia :
LI
|
Ir l l lc
+ +
&Y + Zr=10Q /. Zc = - 56,4Q
o V,
V=310 0 (V) o -

onde:
Zc=-Xc =-J.C =-j/377.47.10 (Q)
Zc =-i56.4Q

ZT:ZR-Z(O)/ZR"'ZCO .
Z+=100 0.56,40-90 / 100 0 + (-j56,4 )
Z: =9,840-10 Q

|=V/Z = 31100/ 9,840-10 = | =31,60010 (A)
Ve=Vc=V=31100 (V)

VrR=Zz.lr lr=Vr/ Zx lr=3110 0/ 1000 =)1r=31,100 A

Ve=Zc. I lc = Ve ! Zc c=31100/ 56,40-90 1c=55090 A

RespostagNo Dominio Tempo)
i =31,60sen(377t+ 10 (A) : -
in=31,1sen (377t +CO) (A) Note que no capacitor a corrente esta

ic = 5,5 sen (377 t + 99) (A) adiantada de 90" em relacdo a tenséo,

engquanto que no resistor estd em
VR =Vc=V=311sen (377t+0) (V) oaned
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Caso 4 - Circuito RLC misto

Dado o circuito RLC misto, ja no Dominio Frequéndietermine:

I lc
VLS IR L j10Q
V=1000 0'(V) @ ve §5OQ Ve
w= 100 rad/s B ®

A representacdo de impedéancia por meio de retangulo é uma
opcao didatica que serd abandonada nesse exemplo.

a - A lImpedancia "vista" pela fonte (Zyg = ?)

Z = j20Q =—> Z =20090 Q

Zc=-10Q =—> Z.= 100 -90°Q

Zg = 50Q = %=5000°Q

Zeg=2Zr.Zcl Zg+Zc= 9,80 -78,7Q Resposta: =2 +Zcz=10,560 79,5 Q

b - A corrente e a tensdo através de cada impedaa.
||_: V/ ZAB = 1000 OO / 10,56D 79,§
I, =9,470- 79,5 A (é apropria corrente total ) VvV, =27, .I_=189,4010,5 V

VCB = ZCB . ||_ VCB = 92,8']'158,248 V VCB = VR = VC
lr=VR/ Zg lr= 92,80 -158,248/ 500 0° lr= 1,860 -158,24 A
lc=92,80-158,248/ 10 0-90° lc=9,280 -68,24 A

c - O diagrama fasorial do circuito

Trata-se de uma novidade que mostra a posicaoivalalos vetores entre si e com referéncia ao plano

de Gauss.
A
(Im)

Deixamos os angulog
de fase em aberto
para vocé preencher

\ 4

> (Re)
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9.1- Introducéo: Poténcia em DC

Num resistor alimentado entorrente continug a poténcia dissipada (consumida)
pode ser calculada de diversos modos, quais sejam:

— / P=V.l

 —i V<R
— ) B P=V?/R
Por exemplo P=R.I°
2A
—
1 + P=V| Significa dizer que o resistor estaria
—_ \Y; 50 e transformando energia elétrica em térmica,
T oV - P=10.2 na taxa de 20 joules por sequr
P=20W ’
Graficamente:
A P
A V | A

20W

0oV

V
4

v

t(s) " t(s)

t(s)

Observa-se que,

assim como ocorre com a tensao e a corrente,
a poténcia é constante no tempo

O que aconteceria com a poténcia, se 0 mesmo resifisse alimentado por uma fonte de tensao
alternada senoidal? E o que passaremos a tratar.
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9.2- A Poténciaem AC
a) A Poténcia na Carga Resistiva Pura

Considere o resistor d&eQ, agora alimentado por uma fonte de tend&8ode valor
v=10sen 377t (V) |

onde 6, =0°.

Pela relacdo i =v /R, obtém-se:

I=2sen 377t (A)

v=10 sen 377t (V)
Aplicando-se a definicao de poténcia (p = v i )@arga:

de modo genérico com os valores do exemplo
p=v.i p=Vv.i
p =Vu.senuwt . ly sen wt p=10sen377t.2 sen 377t
P = V. Iu. (sen wt)? p=10.2 (sen 377 £)
p =Py (senat)? (W), onde Ry é a Poténcia MaximaP =20 (sen 377t) (W)
p=20 seh 377t (W)
onde Ry =20 W

Andlise Grafica:
Tracando-se o grafico genérico das variaveis endaly, vé-se que a poténcia dissipada varia, no temp
com oseno ao quadradacom frequéncia dupla, com picos sempre positivos.

Poténcia Dissipads

Assim, grafica e matematicamente, nesse caso
pode-se comprovar que: Py

Poténcia Média = 1/2 Poténcia Maxima Pm

Como Ry = Vu.lm , entdo:

Pm=Ry/2 (W) ou Pm=W.Iu/2 (W)

Adotando-se valores eficazes:
Ver=Vu /2 = Vm =Verd/2 )

let = Iy / 2 = Iy =lnA/2

A expressao da poténcia média resulta em:

Pm= Vef.\/E. |ef.\/§ |:> Pm = V. let

Abandonando-se os indices: | A poténcia médic dissipada em um resistor alimentado em AC,

€ igual ao produto da tenséo eficaz pela corrditaze

P=V.I (W) |:> E essa poténcia média, e ndo a maxima, que é adwad
grande maioria das aplicacdes préticas.
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E, ainda, considerando-se a relacao tensao x coeremo resistor ¥ = R .1 ,ondeV el
sdo valores eficazes) pode-se reescrever a exratsgpoténcia média de duas outras
maneiras diferentes

P=R.I?
Poténcia média dissipada

no resistor, em AC

P=V? R

Retornemos ao nosso exemplo para calcular:

a) A poténcia maxima (JQ) dissipada no resistor

b) A poténcia média (Pissipada no resistor. -
\Y 5Q
a) poténcia maxima b) poténcia média
Ry =Vm. Iu P=V.
Vu =10V V=102 =7,07V v=10 sen 377t V)
w=Vu/R =24 =242 =141 A
u=20W P=10W

Fazendo-se o gréafico da situacao considerada, éem-s

A n
D N [ N "

IOWH-oofome e

b) A poténcia na carga qualquer

Consideremos, por exemplo, uma carga RL de valb [0 53,13 Q, alimentada em
220 V)¢ eficaz conforme abaixo

/

V =22000° (V) ({ [ ] z,=505313°

— 1 »
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Nesse caso a corrente eficaz resultd erv / Z, ou seja igual d =440 -53,13 (A).
Portanto, a corrente esta defasada (atrasada 12’ &8 relacédo a tensdo), conforme
indica o grafico que segtie.

A

»

, // .

Em consequéncia disto, os valores de pigeVly nao mais sdo simultaneos, o produto
Vu. Iy ndo mais representa a poténcia maxima dissipgadarga, nem a sua metade
(Vm. Iu 12) representa a poténcia média.

Entao, fazendo-se o produto ponto a ponto da tgredaccorrente, em valores
instantaneos, obtém-se o comportamento da potébs@vida pela carga RL
considerada, conforme a ilustracéo que segue:

p (W)

M/ ‘

»

t

Nota-se no grafico a presenca de valores posigvusgativos para a poténcia,
significando a poténcia absorvida e a poténcialdala, respectivamente.

Como a area delimitada pela curva da poténciasorele a energia, portanto a carga
RL alimentada em AC tem a propriedade de absonenge, consumir uma parcela e
devolver ao alimentador uma outra parcela, de fqremgdica, no passar do tempo.
Esse mesmo fendbmeno ocorre para qualquer outra,caj@ RC ou RLC.

Assim, diante desse quadro, surge a necessidatistibguir trés poténcia# total
absorvida (aparente “S”), a parcela consumida ( atia “P”) e a parcela devolvida
( reativa “Q”"), todas valores médios, sendo queesrelacionam na forma:

S= P4+ Q2

Vamos as definigcbes das poténcias em AC:
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Fonte
AC

poténcia aparente (S)

carga

RLC

Poténcia Aparente: S

E a poténcia total absorvida pels
carga (inclui a ativa e a reativa )

Poténcia Ativa: P

AE a parcela da poténcia totalE a parcela da poténcia tota
absorvida que é transformadg absorvida

Poténcia Reativa: Q

que nao e

na carga. transformada na carga, e que
Importante: . ) _ |retorna para ao alimentador.
Essa é a poténcia adotada no calcule tambem chamada de poténcia
da  corrente  nos  circuitogmédia ou poténcia real.
alimentadores em geral bem como ho
dimensionamento e especificacao |de
transformadores
S=VvI (VA P=V.l.cosp (W) |Q= V. senp (var)
Onde: (ouP =S co®) (ouQ=S.semp)
V e | séo valores eficazes Onde: Onde-

VA = volt-ampeére

carga

W = watt

V e | sdo valores eficazes

@ = angulo da impedancia, oup = angulo da impedancia, ol
defasagem entre "v"' e "i "

cos @ = fator de poténcia d3

V e | sdo valores eficazes

defasagem entre "v"' e "i "
var = var
Obs.:

@0 = indutivo
X0 = capacitivo

Aplicando-se essas definicdes ao exemplo estudddém-se

S=V.I ou S =9680 VA
P=V.l.cosp ou P =5808 W
Q=V.l.senp ou Q = 7744 var (indutivo)

Note que $= P? + Q?
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Aplicacao 01

No circuito abaixo, uma fonte AC alimenta uma caRJa Determine os valores das
poténcias aparente, ativa e reativa absorvidas petarga.

Calculo decorrente eficaz:
=V /|Z]
|=120/20

_ +
=6 A @120 VIB0 HZ/0 Graus Z=20030° (Q)
X

Célculo dgpoténcia aparente
S=V.
S=120.6
S =720 VA
Essa poténcia poderia ser calculada fazendo-se: |§ . f

eficaz

Céalculo dgpoténcia ativa

P =V.l. cosp
P =120.6.cos 39
P =623,54 W

Essa poténcia poderia ser calculada fazendoPse:R . f

Célculo dgpoténcia reativa
Q =V.l. senp
Q =120.6. sen 30
Q =360 var (indutivo)
Essa poténcia poderia ser calculada fazendo-se: X QF

c) Triangulo de Poténcia
Partindo-se do triangulo de impedancia, multiplise cada um de seus lados [poobtém-se um novo

triangulo, denominado de triangulo de poténcializatio para representar e relacionar entre si as
poténcias aparente, ativa e reativa e o angulatdo die poténcia.

Q=V.l.seng (var)

Em lugar de se colocar sinais
poténcia reativa (Q) positivo ou negativa, indica-se
" indutivo” ou "capacitivo'

poténcia
aparente (
angulo do

fator de
\ poténcia @)

poténcia ativa (P)

Importante: Note que a relagdo entre S,PeQ é: =P+ Q2
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d - Fator de Poténcia: FP ou Co®

O fator de poténciaé um namero compreendidatre "0" e "1", classificado comeesistivo, indutivo
ou capacitivg que expressarazao entre a poténcia ativa e a aparent ou seja:

FP=P/S (Como P=S.cop, logo: P/S=cosp=FP)

Elemento/ angulo da impedancia fator de poténcia ( FP ou Cag)
Resistivo Puro (¢ = zero) 1
Indutivo Puro (¢ = 90°) 0 (indutivo)
Capacitivo Puro (¢ = -90°) 0 (capacitivo)
Circuito Qualquer (-90< ¢ £90) OsFP<1

Tipos de fatores de poténcia

Exercicio Proposto 01

Um circuito RL é constituido de uma resisténcia £0£) e de uma indutancia
L = 20 mH. A tensao aplicada é de 220V/6Q Hz

R =40Q

: +
220 V/ 60 H: @

L=20mH

Calcule/Obtenha:

a- A impedancia do circuito (2);

b - O angulo da impedancia){

c - O fator de poténcia dessa carga "Z" (FP);

d - Os valores eficazes da tensao e da correrdarga,;.
e - Os valores das poténcias Aparente, Ativa eiVReat
f - O triangulo de poténcia.
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Lista de Exercicios

1 - Assinale "V" ou "F", se verdadeira ou falsa.

a ( ) No resistor, a intensidade de corrente mdgp@versamente do valor de sua resisténcia,

b ( ) No indutor, a intensidade de corrente éténa pela sua reatancia indutiva,

c ( ) A frequéncia da tensao alternada senoidedama ao circuito afeta diretamente os valores das
reatancias indutiva e capacitiva;

d ( ) Aimpedancia é uma grandeza complexa astmaaesistores, indutores e capacitores;

e ( ) Em circuitos R,L,C, a impedancia determinalor da corrente e também a sua fase, atrasando-a
adiantando-a em relacéo a tensao;

f( ) Um triangulo de impedéancia mostra e relaaias componentes da impedancia.

2 - Determine as reatancias presentes nos circli@iso:

a R1 L
(a) 100 100 mH

N AVAV AP P S
+
)220 V150 HZ/0 Graus 1 . g o

[~ 47 uF 200

(b) No circuito anterior, altere a frequénciagpa k Hz e refaca os célculos;

3 - Nos circuitos seguintes, determine a impedgmdpria de cada elemento e a impedancia total
"vista" da fonte, considerando uma frequéncia del60

a

60 Hz 100 100mH T 100pF

. c

10 pF

_|
100 mH

c L
20mH
C ~_,)60 Hz
~_ )60 Hz R

4 - Monte o tridangulo de impedéancia para cada irapeid total encontrada no exercicio 3.

5 - Calcule a intensidade de corrente " | " nowtacseguinte, utilizando o conceito de valor efica

| -j5Q
> T 1

L1

+

L ja

60Q
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6 - Passe o circuito abaixo para o Dominio Fregaéndetermine:

(a) A impedancia total (s8);

(b) A corrente no circuito;

(c) A tenséo em cada elemento;
(d) O diagrama fasorial do circuito.

al

7 - Dado o circuito no Dominio Frequéncia, detesrarcorrente total e a queda de tensdo em cada

impedancia.

Zr =100Q

/méxima

+
V= 16626° (V) @
w=1krad/s

AAN
+ Vg-

I +
Vi 3 Z, =j200Q

8 - Passe o circuito anterior para o Dominio Terypresente as expressoes de i({{t)\e w(t).

10 - Calcule os valores de tensdes e corrente®réfg), nas impedancias do circuito a seguir:

Z,=j20Q

VA N

V =10000° (V)

( pico) @

w = 200 rad/s

Zc = - 20Q

Zr =100 Q
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