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Neste capitulo, desenvolveremos o conceito de espaco vetorial que intro-
duzimos no Capitulo 1. Intimamente associadas & nocao de espaco vetorial
estao as nocoes de subespago vetorial, de base e de dimensao, conceitos esses
fundamentais que introduziremos neste capitulo e que nos permitirao enten-
der melhor a estrututa desses espacos. A estrutura de espacgo vetorial esta
presente em espacos importantes da Andlise Matematica e da (Geometria Di-
ferencial, como os espacos de Banach e os espacos de Hilbert, que possuem
muitas aplicagoes na Fisica moderna, entre outros.

Neste texto enfatizaremos os espacos vetoriais sobre o corpo R dos ni-
meros reais. Apesar do fato de muitos dos resultados que obteremos serem
validos no contexto mais geral dos espacos vetoriais sobre corpos abitrarios,

nos restringiremos aos espacos vetoriais reais.

1 Subespacos Vetoriais

Na Subsecao 1.3 do Capitulo 1, vimos que o conjunto solucao S, de
um sistema de equagoes lineares homogéneo com n incognitas forma um
espaco vetorial contido no espaco R”. Esta é uma situagao tipica da nocao
de subespaco de um espaco vetorial, que definiremos a seguir com maior

generalidade.

1.1 Caracterizacao dos Subespacos Vetoriais

Sejam V' um espaco vetorial e W um subconjunto nao vazio de V. Dize-
mos que W é um subespaco vetorial de V', ou simplesmente um subespaco de
V', se W, com as operacoes de adicao em V' e de multiplicacao de vetores de
V' por escalares, ¢ um espaco vetorial.

Para mostrar que um subconjunto nao vazio W de V' é um subespaco
de V' é preciso inicialmente verificar se as operacoes de adicao de vetores e
de multiplicacao de vetores por escalares em V estao definidas em W. Em
seguida, seria necessario verificar as propriedades A1-A4 e ME1-ME4 da

definicao de espaco vetorial que demos na Subsecao 1.2 do Capitulo 1. No
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entanto, como W é parte de V', que ja sabemos ser um espaco vetorial, entao
algumas das propriedades anteriores nao precisam ser testadas em W. Por
exemplo, nao precisamos testar se a adicao em W é associativa nem se é
comutativa, pois essas propriedades sao satisfeitas por todos os elementos de
V' e, consequentemente, por todos os elementos de . Pelo mesmo motivo, as
condi¢oes ME1-ME4 nao precisam ser testadas em W. Assim, para mostrar
que um subconjunto nao vazio W de V' é um subespaco de um espago vetorial
V, precisaremos somente verificar se A3 e A4 sao satisfeitas. O resultado
a seguir mostra que, de fato, basta mostrar que as operacoes de V estao
definidas em W.

Proposicao 3.1.1. Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto nao
vazio de V. Entao, W é um subespaco de V' se, e somente se, as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

(i) seu,v € W, entao u+v e W;
(i) sea e R eue W, entao au € W.

Demonstracao Se W é um subespaco de V, entao claramente as condigoes
(i) e (ii) sao verificadas.

Reciprocamente, suponhamos que W possua as propriedades (i) e (ii).
Para mostrar que W é subespaco de V, precisamos somente verificar que
os elementos de W possuem as propriedades A3 e A4. Tome um elemento
qualquer u de W, o que é possivel pois W # (). Pela condicao (ii), au € W
para todo a € R. Tomando a = 0, segue-se que Ou = 0 € W e, tomando
a = —1, segue-se que (—1)u = —u € W. [

A Proposicao 3.1.1 afirma que um subconjunto nao vazio de um espago
vetorial V' é um subespaco de V se, e somente se, a adicao e a multiplicacao
por escalar sao fechadas em W. A Proposicao 3.1.1 pode ser reescrita da

seguinte forma:

Corolario 3.1.2. Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto nao
vazio de V. Temos que W € um subespago vetorial de V se, e somente se,

u+av € W, para todo a € R e para todos u,v € W.
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A demonstragao do resultado anterior é deixada para o leitor (veja Pro-

blema 1.1). Vejamos agora alguns exemplos de subespagos vetoriais.

Exemplo 1. Seja V um espago vetorial. Entdo o conjunto {0}, constituido
apenas do vetor nulo, e também todo o espaco V' sao subespacos de V. O

conjunto {0} é chamado de espago vetorial nulo.

Exemplo 2. Seja V = R" e sejam 4,1, ...,%7, nimeros naturais tais que
0<ip <ig<---<i. <n. O conjunto

W ={(x1,z9,...,2,); x;y =, =+ =x;, =0}

¢ um subespago vetorial de R". Em particular, Wi = {(0,y,2);y,z € R} e
Wy = {(0,y,0);y € R} sido subespagos vetoriais de R3.

Exemplo 3. Na Subsecao 1.3 do Capitulo 1, vimos que o conjunto solucao
Sp de um sistema de equacoes lineares homogéneas em n incognitas forma
um subespago vetorial de R™. Os subespagos do Exemplo 2 podem ser vistos
sob esta oOtica, pois o subespaco W, do referido exemplo, pode ser descrito

como o espaco solucao do sistema de equacoes lineares homogéneas
Tijyy = Tjy =+ = Ty, = 0.
Exemplo 4. No espago vetorial das matrizes M(n,n), os conjuntos das ma-

trizes triangulares superiores, triangulares inferiores e das matrizes diagonais,

sao subespacos vetoriais.

Exemplo 5. No espaco vetorial S das sequéncias reais, as recorréncias line-
ares do tipo R(a, b) (cf. Exemplo 2, Se¢ao 1, Capitulo 1) formam subespagos
vetoriais. Mais geralmente, o conjunto R(aq,as,...,a,) das sequéncias que

sao solucoes da recorréncia linear
Up = A1Up—1 T A2Up—2 + *++ + QpUp—r

é um subespaco vetorial de S (verifique).
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1.2 Operacoes com Subespacos

Como, antes de mais nada, espacos vetoriais sao conjuntos, ¢ bastante
natural perguntar-se se a uniao e a intersecao de conjuntos preservam a
propriedade de espaco vetorial.

Dados U = {(z,y) e R*; z+y =0} e W = {(z,y) € R*; z —y = 0},
subespacos de R2, o conjunto U U W nao é um subespaco de R2. De fato,
temos que u = (1,1) e UUW ew = (1,-1) e UUW, mas u +w = (2,0) ¢
UUWw.

Este exemplo mostra que a uniao de dois subespacos de um espaco vetorial
V' nao € necessariamente um subespaco de V. A proxima proposicao mostra

que a intersecao de subespacos é sempre um subespaco.

Proposicao 3.1.3. A intersecio de dois subespacos de um espago vetorial
V' é um subespaco de V.

Demonstracao Sejam U e W subespacos de V. Para verificarmos que
UNW é também um subespaco de V', vamos fazer uso do Corolario 3.1.2
Para isto, primeiramente note que U N'W é um subconjunto nao vazio de
V,pois 0 € U e 0 e W, jaque ambos U e W sdo subespacos de V. Agora,
tomemos a € R e u,v € UNW. Como u,v € U e u,v € W, segue do
Corolario 3.1.2 que u+av € U e u+av € W, ou seja, u+av € UNW.
Novamente, pelo Corolario 3.1.2, segue que U N'W é um subespaco de V.l

Observemos que o principal problema quando consideramos a uniao de
subespacos é que se tomamos um vetor em cada subespaco, a soma deles
pode nao pertencer & uniao. Seria, entao, natural considerarmos o conjunto
soma definido a seguir.

Dados U e W subespacos de um espacgo vetorial V', definimos a soma de

U e W, denotada por U + W, como o conjunto
U+W={u+w; uelUeweW}.

Com isto, quando somamos um elemento de um subespaco com um elemento
do outro, automaticamente, a soma destes elementos estd na soma dos sub-

espagos.
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Como exemplo, consideremos U = {(x,y) € R*; z+y = 0} e W =
{(x,y) € R?; x —y = 0}. Temos que U + W = R?, e, consequentemente,
U + W é um subespago de R2. De fato, se (z,y) € R? entdo

[Ty y—x r+y r+y
(‘rvy)_( 2 ) 2 >+( 2 9 2 )7

o que mostra que todo elemento de R? se escreve como a soma de um elemento

de U e um elemento de W. Este exemplo ilustra o resultado a seguir.

Proposicao 3.1.4. A soma de dois subespacos U e W de um espaco vetorial
V' é um subespaco de V. Este é o menor subespaco de V' que contém cada
um dos subespagos, no sentido que se um subespaco vetorial L de V' € tal que
UcLeWCL, entao U+ W C L.

Demonstracao Sejam U e W subespacos de V. Tomemos a € R e vy, vy €
U+ W. Como vy,v9 € U+ W, existem u; e us elementos de U e existem w;

e wo elementos de W tais que
Vi =U]+wWw; e Uy =1Uy+ Wy.
Entao,
v1 + avy = (ug + wy) + a(ug + wy) = (ug + aug) + (wy + aws) € U + W.

Assim, provamos que U + W é um subespago de V.

Para mostrar que U + W é o menor subespaco vetorial de V' que contém
U e W, seja L um subespaco de V' que contém U e W. Para todos u € U e
w € W, temos que u,w € L, logo u + w € L. Isto mostra que U + W C L.
[ |

Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. O espaco vetorial
V' é dito ser a soma direta de U e W, e representado por V.= U @& W, se
V=U+WeUNnW ={0}.

Como exemplo de uma soma direta, consideremos novamente os subespa-
cos U={(z,y) eR?; x+y=0}e W = {(x,y) € R*; 2 —y = 0}. Vimos
anteriormente que R? = U+W. Como UNW = {0}, segue que R* = U W.

O préximo resultado mostra uma importante propriedade das somas di-

retas.
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Teorema 3.1.5. Sejam U e W subespacos de um espago vetorial V. Temos
que V = U & W se, e somente se, todo vetor v em V se escreve de modo
tunico como v =u+w, ondeu € U ew € W.
Demonstracao Suponhamos V = U & W. Tomemos v € V. Como V =
U + W, pela definicao de soma de subespacos, existem v € U e w € W tais
que

v =u+w.

Vejamos que a decomposicao acima ¢ tinica no sentido de que se

v=u +u,
comu € Uew € W, entaou = v e w = w'. Ora, como v = u+w e
v =1+ w, entdo

u—u =—(w—w).

Como o lado esquerdo pertence a U e o lado direito a W, da igualdade
anterior decorre que u —u' € UNW e w—w" € UNW. Como UNW = {0},
segue entao que u = v’ e w = w'. Reciprocamente, suponhamos que todo
vetor de V' se escreve de modo tinico como a soma de um vetor de U e de
um vetor de W. Claramente, entdo, V =U + W. Se UNW # {0}, existiria
um vetor nao nulo v em UNW. Como v € W e W é um subespaco, entao
—v € W também. Consequentemente, teriamos 0 = 04+ 0, com 0 € U e

0OeW,e0=v+(—v),comv €U e —veW. Como v # 0, teriamos duas

escritas distintas para um mesmo vetor de V. Como isto ndao ocorre, temos

de fato que U N W = {0}. ]

1.3 Subespacos Gerados

Seja V um espaco vetorial e sejam vy, vs, ..., v, vetores de V. Diremos
Y ) ) T

que um vetor v de V' é uma combinacao linear de vy, vs,...,v, se existirem

nimeros reais ag, ao, .. ., a, tais que

v = aiv; + agVs + - -+ + a,; v, . (1)
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Por exemplo, o vetor (1,6,0) em R3 ¢ uma combinagio linear dos vetores

v1 = (1,2,0) e vy = (—1,2,0), ja que v = 2v; + lvg. De fato, a equagao
(1,6,0) = a1(1,2,0) + az(—1,2,0)
equivale ao sistema de equacoes lineares
ap—ag =1
{ 2a1 + 2a9 =6,
cuja solugao é tnica e dada por a; =2 e as = 1. Ja o vetor w = (2, —2,6)

nao é uma combinacao linear de v, e vy, pois nao existem nimeros reais a,

e ap tais que w = a;v1 + asvy . Com efeito, a equacao
(2,-2,6) = a1(1,2,0) + az(—1,2,0)
equivale ao sistema de equacoes lineares
a, —ay =2, 2a1 + 2a9 = —2, Oa; +0ay =6,

mostrando que o sistema é impossivel.

Se r =1 em (1), entdo v = ayvy, ou seja, v &€ uma combinagao linear de
um unico vetor vy se for um multiplo por escalar de v .

Sejam vy, vs,...,v, vetores de um espaco vetorial V. Consideremos o
conjunto W de todas as combinacoes lineares de vy, vs,...,v,.. O resultado

a seguir mostra que W é um subespaco de V. Este subespaco é chamado o

subespaco gerado por vi,vs,...,v, e dizemos que vy, vs,...,v, geram W ou
que {v1,v2,...,v.} é um conjunto gerador de W. Para indicarmos que W é
o espaco gerado por vy, Vg, ..., U, , €SCrevemos

W = G(Ul,Ug, c. ,UT).

Por exemplo, G((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) = R3.

Proposicao 3.1.6. Seja W = G(vy,v9,...,v,), onde vy, vy, ..., v, G0 veto-

res de um espaco vetorial V. Valem as sequintes afirmacoes:
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(i) W é um subespago de V;

(ii) W € o menor subespago de V' contendo

V1, Vg ..., Uy, N0 Sentido de que qualquer subespago de' V' que contém vy, va, ..., U,
também contém W.
Demonstracao (i): Tomemos a € R e u,v € W. Entdo existem nimeros

reais ay, as,...,a, e by, by, ..., b, tais que

U = a1U1 + a9 + - - - + AUy,

v =byv; +byvg + - + b,

Portanto, u+ av = (a1 + aby)vy + (ag +abs)ve + - - - + (a, + ab,)v, . Assim,

u+av &€ uma combinacdo linear de vy, v, . .., v, € consequentemente pertence
a W. Pelo Corolario 3.1.2, W é um subespaco de V.

(ii): Cada vetor v; é uma combinacao linear de vy, v, ..., v, , pois podemos
escrever

v; = 0vy +0vg + -+ -+ 1v; + - - - + O,

Isto mostra que o subespaco W contém cada um dos vetores vy, v, ..., v, .
Seja W’ um subespaco qualquer de V' contendo vy, vs, ..., v,. Pelo Corolario
3.1.2, esse subespaco contém todas as combinacgoes lineares destes vetores.
Assim, W Cc W', |

Exemplo 6. O espago gerado pelo vetor v = (1,1,2) em R?® ¢ o conjunto
W ={a(1,1,2); a € R}, ja que uma combinacdo linear de v é um maultiplo
escalar de v.

Dizemos que um vetor w = av é uma dilatacao, uma contracdo, ou uma
wnversao, de v, sea>1, 0 <a <1, ou a < 0, respectivamente.

Assim, um elemento do subespaco W, acima, é uma dilatacao, uma con-

tracao ou uma inversao de v (veja Figura 1).
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w

V,

v

Figura 1

Exemplo 7. Vamos encontrar o subespaco de R? gerado pelos vetores v; =
(1,-2,—1) e va = (2,1,1). Seja W = G(vy,vq). Tomemos v = (z,y,2) € R3.

Temos que v € W se, e somente se, existem nimeros reais a; € as tais que
vV = a1v1 + agvz,
ou, equivalentemente, se, e somente se, o sistema linear

a; + 2a, = x
—2a1 +ay =y (2)

—a;+az =2
tem solu¢ao. A matriz ampliada do sistema (2) é equivalente a matriz

1 2 x
0 1 (x+2)/3
0 0 (x+3y—>52)/3

Portanto, (2) tem solugao se, e somente se, x + 3y — 5z = 0. Assim,
W ={(v,y,2) € R*; 2+ 3y — 52 =0}

Para gerarmos um mesmo espago, podemos usar conjuntos geradores dis-
tintos. Por exemplo, se considerarmos um vetor nao nulo w qualquer em
W no Exemplo 6 temos que G(v) = G(w). A seguinte proposi¢ao, cuja de-

monstracao é deixada como exercicio ao leitor (ver Problema 1.14), nos da
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uma condi¢ao necessaria e suficiente para que conjuntos distintos de vetores

gerem um mesmo espaco.

Proposicao 3.1.7. Sejam o = {v1,va,...,v.} € B ={wy,ws,...,wy,} dois
conjuntos de vetores em um espaco vetorial V. As sequintes afirmacoes $Go
equivalentes:

(a) G(v1,v,...,0,) = G(wy,wa, ..., Wy);

(b) cada vetor em « é uma combinacdo linear dos vetores de [ e cada

vetor em 3 € uma combinacao linear dos vetores de .

Seja W um subespaco de um espaco vetorial V. Dar um conjunto de
eradores wy, ..., w, de W é o mesmo que dar uma “parametrizacao”’ para o
) )

espaco W. De fato, considerando a aplicagao

Q: R" — V

(a1,...,a;) — ayw;+ -+ aw,

temos que W coincide com a imagem de .
Problemas

1.1* Demonstre o Corolario 3.1.2.

1.2 Verifique, em cada caso, se o conjunto W é um subespaco vetorial de

R2:

(a) W={(z,y); v+y=0}
(b) W = {(z,y); v +y=1};
() W ={(z,y); 2* =y}

(d) W ={(z,y); —x+3y =0}

ol

.3 Verifique, em cada caso, se o conjunto W & um subespaco vetorial de R3:
) W ={(z,y,2); v =0}

b) W =A{(z,y,2); x+y+z>0};

W ={(x,y,2); z =3z —2y};

W ={(z,2z,z); v € R};

W ={(4z,y,y — x); z,y € R}.

5%

AA/{?AA
2

D
~—
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1.4 Verifique, em cada caso, se o conjunto W é um subespago vetorial de
M(3,3):
a) W = {lai]; a1 + ag + ass = 0};
b) W = {[a;;]; a;; = a;; para todo 1 <1i,j < 3};
W = {lay]; aij =0sei#j};
d) W={A; A? = A},

1.5 Verifique, em cada caso, se o conjunto W é um subespaco vetorial de

Rlz]:

a) W= {p(x) =a+bx+cz?; a,b,c € L};

(b) W ={p(x) =a+br+cz?; a=c=0};

(¢) W={p(x) =a+br+cz?; c=a+b};

(d) W = {p(z) = a+ bz + cz*; ¢ > 0}.
6
)

—~

1.6 Determine, em cada caso, VW eV 4+ W:

() V=A{(z,y,2) eR’; =yt e W ={(2,y,2) €R’; z =y =z}

(b V= {[01]]2@, ap1=asg2 € a12—a21} e W= {[alj]2X27 ap1=az € Cl12—6122}
() V={(z,y,—x —3y); x,y e R} e W =1{(0,0,2); z€ R}

(d) V={(z,y,z,w) €ER*; 2 4+2y —w=0}e W ={(x,2,2,2); v €R};
(e) V={(z,x,x); z € R} e W ={(0,0,2); 2z € R}

Quais das somas anteriores sao somas diretas?

1.7 Seja V. = M(3,3). Sejam U e W os subespacos de V das matrizes
triangulares superiores e inferiores, respectivamente. Mostre que V £ UG W.
Construa subespagos U' e W/ de V taisque V=U & W' eV =U & W.

1.8 Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. Mostre que:
(a) U e W estao ambos contidos em U + W;

(b) U NW & o maior subespago contido em U e em W;

(c) W+W =W.

1.9 Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. Prove que:
(a) UUW é subespaco vetorial se, e somente se, U C W ou W C U;
(b) U4+ W =UUW se, e somente se, U = W.
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1.10 Sejam Uy, Uy, Wi e W5 subespacgos de um espaco vetorial V' de modo
que V=UdW,=Uy & W,y. Se Uy C Uy e Wy C Wy, prove que Uy = U, e
W1 - W2 .

1.11* Determine uma condicdo que a, b e ¢ devem satisfazer de modo que
(a,b, c) seja uma combinacgao linear de u = (2, —6,4) e v = (2, —1,1).

1.12* Considere o conjunto o = {(—1,3,1),(1,—2,4)} e determine:

(a) o espaco gerado por «;

(b) o valor de k € R para que v = (5,k, 11) pertenca ao espago gerado por
.

1.13 Encontre um conjunto de geradores para cada espaco abaixo:

(a) V ={(z,y,2) €R®; v — 2y + 32 =0};

M)V ={(z,y,z,t) eR*; x—y=0ex+t=0}

(¢) V = {p(x) = a+ bz + ca® € Rla]y; a—g:c};

(d)V:{ [a Z] e M(2,2); a+c:deb:0}.

C

1.14 Prove a Proposicao 3.1.7.

1.15 Quais dos seguintes vetores
(a) (0,2,2,2), (b) (1,4,5,2), (c) (0,0,0,0), (d) (0,3,1,5)
sao combinagoes lineares de u = (0,0,2, —2) e v = (0,1,3, —1)?

1.16 Expresse os seguintes polindmios
(a) 2+ b, (b) —x + 227, (¢) 3+ 3z + Hz?

como combinacao linear de

pi(x) =2+ 2 +422 po(x) =1—2+32% ps(x) =3+ 2z + 5z°.

2 Dependéncia e Independéncia Linear

Vimos na secao anterior, que um conjunto finito de vetores a gera um
dado espaco vetorial V' se cada vetor em V pode ser escrito como uma com-

binacao linear dos vetores de a. Em geral, pode haver mais de uma maneira
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de expressar um vetor em V' como uma combinacao linear de vetores de um
conjunto gerador. Por exemplo, R? = G(vy, v, v3,v4), onde v; = (1,1,1),
ve = (1,1,0), v3 = (0,1,1) e vy = (1,0,1). Note que

(4,2,1) = 1vg + 2vy — lvg + 1oy

e também que

(4, 2, 1) = —1U1 + 21}2 + 0’03 + 2U4 .

Observamos nesse ponto que é possivel trabalhar com conjuntos arbitra-
rios (infinitos) de geradores, mas nao o faremos aqui, pois necessitariamos
introduzir novas ferramentas mais sofisticadas, como o Lema de Zorn, ou o
Axioma da Escolha (cf. [1]).

Nesta secao, estudaremos condicoes sob as quais cada vetor de V' pode
ser escrito de uma Gnica maneira como combinacao linear dos elementos de
um conjunto gerador. Na proxima secao veremos que conjuntos geradores
com esta propriedade desempenham um papel fundamental no estudo dos
espacgos vetoriais.

Sejam vy, vg,...,v, vetores em um espago vetorial V. Dizemos que os
vetores vy, Vs, ..., 0, sao0 linearmente independentes, ou simplesmente inde-

pendentes, se a equacao

a1vy + asvy + - -+ av. =0

é satisfeita somente quando a; = as = --- = a, = 0. Caso exista algum
a; # 0, dizemos que os vetores vy, vg, ..., v, sao linearmente dependentes, ou
simplesmente dependentes. O conjunto {vy,vs, ..., v, } é dito ser independente
ou dependente se os vetores vy, vs, ..., v, sao independentes ou dependentes,
respectivamente.

Observemos que se um dos vetores vy, vs, ..., v, é 0 vetor nulo, digamos

v1 = 0, entao os vetores sao dependentes, pois

1oy +0vy+--- 400, =1-040+---+0=0
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e o coeficiente de v; nao é 0. Por outro lado, qualquer vetor nao nulo v é,
por si s0, independente, pois se av = 0, entdao a = 0. A seguir, apresentamos

outros exemplos de vetores independentes e dependentes.
Exemplo 1. Os vetores e; = (1,0,0), es = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) sao
independentes, pois a equagao
areq + ases + agas = 0,
equivalente a equacao
a1(1,0,0) 4+ a2(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0, 0),

¢ satisfeita somente se a; = ay = az = 0.

Exemplo 2. Vamos verificar se os vetores v; = (1,-3,4), v; = (3,2,1) e
v3 = (1,—1,2) sdo independentes ou dependentes.
A equacao

a1V, + asvy + azvg = 0

¢ dada por
a;(1,-3,4) + a2(3,2,1) + az(1,—1,2) = (0,0,0)
ou, equivalentemente, é dada pelo sistema linear homogéneo

a1+3a2—|—a3:0
—3a1+2a2—a3 =0 (1)
4a1+a2+2a320

Assim, os vetores vy, vy e v3 sao independentes, se o sistema em (1) tiver
somente a solugao trivial; ou sao dependentes, se o sistema tiver uma solugao
nao trivial. Mas, o sistema em (1) tem somente a solucao trivial se, e somente

se, a matriz dos coeficientes

1 3 1
A=1-3 2 -1
4 1 2
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¢ invertivel (cf. Corolario 2.2.7). Como a matriz é equivalente por linhas a

matriz (justifique)

1 3 1
-3 2 -1},
00 O

concluimos que vy, v9 e v3 sao linearmente dependentes.

A solugao do exemplo anterior motiva o proximo resultado, que nos ofe-
rece um método para verificar se n vetores de R™ sao linearmente indepen-
dentes ou dependentes. A demonstragao é deixada ao cargo do leitor (veja
Problema 2.8).

Proposicao 3.2.1. Sejam vy, vs,...,v, vetores em R™, onde, para cada 1,
com 1 < i < n, temos v;=(a;1, @2, ..., a). Seja A = [a;;]. Temos que
{v1,v9,...,v,} € linearmente independente se, e somente se, A € invertivel.

E caso tenhamos n+1 vetores em R"? O proximo teorema mostra que um

conjunto linearmente independente em R™ pode conter no mdximo n vetores.

Teorema 3.2.2. Sejam vy,vs,...,v, vetores em R™. Se r > n, entdo o0s
vetores vi, Vs, ..., U, sao linearmente dependentes.
Demonstragdo Suponhamos que, para cada 1 < i <7, v; = (a;1, ..., Q).

Consideremos a equacao
kwl + /ﬂng +---+ krUT =0.
Esta equacao ¢ equivalente ao sistema linear homogéneo

(aukl + a21k2 + -+ CLM]{?T =0
algkl + a/22k2 + -+ &Tzkr =0

(2)

\alnkl + a2nk2 +- arnkr =0.

O sistema dado em (2) é um sistema linear homogéneo de n equagoes nas r
incognitas ki, ko, ..., k.. Como r > n, segue do Corolério 2.2.7 que o sistema

tem solugoes nao triviais. Isto mostra que vy, vs, ..., v, sao dependentes. W
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O termo “linearmente dependente" sugere que os vetores de alguma ma-
neira dependem uns dos outros. O proximo resultado mostra que isto real-

mente ocorre.

Teorema 3.2.3. Um conjunto finito o com dois ou mais vetores de um
espaco vetorial V' € linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um
dos vetores de o pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros
vetores.
Demonstragdo Seja a = {v,vy,...,v,} um subconjunto de um espago
vetorial V. Se « é linearmente dependente, entao existem ntmeros reais
ai,as, ..., a,, nao todos nulos, tais que a;v; + asvy + - - - + a,v, = 0. Supo-
nhamos que a; # 0. Entao

aj Qi1 Aj41 Gy

Uj:_gvl_"'_ijfl_ijJrl_"'_;vra
J j j j

mostrando que v; é uma combinagao linear dos demais vetores de . Supo-
nhamos agora que « tem a propriedade de que um de seus vetores, digamos
v; , pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros vetores de a.

Ou seja, que existem numeros reais by, ...,b;_1,b;11,...,b, tais que
v =bvy 4+ -+ b1+ b v+ -+ by
A equacao anterior equivale a
bivi + -+ bi—1vi—1 — v + big1vipr + - - + bpv, = 0. (3)

Como o coeficiente de v; na equagao (3) ndo é 0, segue que « é linearmente
dependente. |

Do resultado acima, segue imediatamente que um conjunto finito o com
dois ou mais vetores de um espaco vetorial V' € linearmente independente se, e
somente se, nenhum dos vetores de a pode ser escrito como uma combinacao
linear dos outros vetores.

Por exemplo, nenhum dos vetores dados no Exemplo 1 pode ser escrito

como uma combinacao linear dos demais. Ja, no Exemplo 2, observemos que

) 2
V] + — vy.

BT 11
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Problemas

2.1* Considere o espago vetorial R[z]. Determine se os polinomios f(x),
g(z), h(z) sdo linearmente dependentes, onde f(z) = z3 + 4z — 2z + 3,
g(x) =23+ 622 —x+4 e hix)=22%+82? — 8z +T.

2.2 Verifique, em cada caso, se o conjunto de vetores de R? indicado é linear-
mente dependente:

(a) {(2,-1,4),(=4,10,2)};

(b) {(=3,0,4),(5,-1,2),(1,1,3)};

(c) {(1,0,2),(3,1,5),(—1,2,1),(4,0,1)}.

2.3 Quais dos seguintes conjuntos de vetores em R* sdo linearmente depen-
dentes?

(a) {(3,8,7,-3),(1,-1/2,1,3),(1,4,0,3) };

(b) {(0,0,1,1),(2,2,0,0),(3,3,0,—3)};

(c) {(1,0,-1,2),(0,2,3,1),(0,1,1,0),(—2,1,2,1)}.

2.4 Para quais valores reais de a os vetores
vy = (a,—1,-1), wvy=(-1l,a,—1) e wv3=(—-1,—-1,0a)

formam um conjunto linearmente dependente em R3?

2.5 Seja V' um espago vetorial e seja « = {vy, v, ..., v, } um conjunto linear-
mente independente de vetores de V. Mostre que qualquer subconjunto nao

vazio de « é também linearmente independente.

2.6 Mostre que se {v1, v, 03,04} € um conjunto linearmente dependente de
vetores em um espaco vetorial V e se vs ¢ um vetor qualquer em V', entao

{v1, v9,v3, 04,5} também ¢é linearmente dependente.

2.7 Mostre que se {vy,v2,v3,v4} gera um espago vetorial V' e se vy é uma

combinacao linear de vy, vy e vz, entdo {vy,ve,v3} ainda gera V.

2.8 Demonstre a Proposigao 3.2.1.
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2.9 Mostre que se {vy,v9,v3} é um conjunto linearmente independente de
vetores em um espago vetorial V' e se vy ¢ G(v1, v, v3), entao {vy, v, v3,v4}

é linearmente independente.

2.10 Dados os elementos vq,...,v, de um espaco vetorial V', mostre que
esses sao linearmente independentes se, e somente se, é injetiva a seguinte
aplicacao:

p: R" — V

(a1,...,a,) — a1+ -+ a0, .

3 Bases e Dimensao

Nesta secao introduziremos os dois conceitos fundamentais no contexto
dos espacos vetoriais: base e dimensao. Esses dois conceitos esclarecem a
estrutura desses espacos e ao mesmo tempo simplificam as demonstragoes de

varios resultados sobre eles.

3.1 Bases

Seja oo = {vy,vq,...,v,} um conjunto ordenado de vetores de um espago
vetorial V. Dizemos que a é uma base de V' se as seguintes condi¢oes sao
verificadas:

(i) v é linearmente independente;

(i) V = G(a).

Vimos no Exemplo 1, da se¢ao anterior, que o conjunto o = {ey, ez, e3}
¢ linearmente independente. Este conjunto também gera R3, pois qualquer
vetor v = (a1, as,az) em R3 pode ser escrito como v = aje; + azes + azes .
Assim, a, com a ordenacdo dada pelos indices, é uma base de R?, chamada

base canonica de R3. Este é um caso particular do préximo exemplo.

Exemplo 1. Definimos o simbolo de Kronecker!, é;;, para (i, j) € N?, como

Leopold Kronecker (Alemanha, 1823 — 1891) foi um dos grandes mateméticos do
século XIX. Além de sua grande e profunda contribui¢do & Matematica, ficou famoso
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{1, sei=j
0ij = L
0, sei#j.

Seja n € N\ {0}. Para cada 1 < i < n, denotemos por e; o vetor
(52‘1751'2,...,61‘]',...,(52‘“) = (O,...,O,]_,O,...O)

em R", onde a componente 1 encontra-se na i-ésima posicao. O conjunto

a = {e,es,...,e,} & linearmente independente, pois a equagao
k1€1+k262+"‘+kn6n20

é satisfeita somente se k; = ko = --- = k, = 0. Além disto, este conjunto
também gera R™, pois qualquer vetor v = (ay,as,...,a,) em R"™ pode ser
escrito como

V= ai1e] + aseo + -+ - + ane, .

Assim, «, com a ordenagdo dada pelo indices dos e)s é uma base de R”,

chamada base canénica de R"™.

O proximo exemplo apresenta a base candnica de M(m,n).

Exemplo 2. Sejam

10 01 0 0 0 0
M1: ) M2: ) M3: eM4: .
0 0 00 10 01

O conjunto a = { My, My, M3, M} é uma base de M(2,2). Com efeito, para

vermos que « gera M(2,2), observemos que um vetor qualquer

M= [“ b]
c d
em M(2,2) pode ser escrito como

M:aM1+bM2+CM3+dM4.

pela polémica envolvendo os trabalhos de Cantor, o criador da Teoria dos Conjuntos, que
Kronecker nao considerava Matemética.
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Para verificarmos que « é linearmente independente, suponhamos que

ay My + asMs + agMs + ay My = 0,
ou seja,

1 0 01 0 0 a1 Qo 0 0
+ a9 = = .
0 0 0 0 01 as ay 0 0

Segue-se que a; = ay = az = a4 = 0 e, portanto, a é linearmente indepen-

0 0

a
! 10

—l—a3 +a4

dente. A base o é chamada a base candnica de M(2,2). Mais geralmente, a
base candnica de M(m,n) é formada por mn matrizes distintas, cada uma
das quais possuindo uma tnica entrada igual a 1 e todas as demais entradas

iguais a 0, ordenadas de forma semelhante ao que foi feito no caso M (2, 2).

A nogado de base é uma generalizagdo para espacos vetoriais arbitrarios
do sistema de coordenadas em R? e R? ja que, como veremos a seguir, uma
base de um espaco vetorial V' é um conjunto gerador no qual cada vetor de

V' pode ser escrito de modo unico como combinacao linear desses vetores.

Teorema 3.3.1. Seja o = {vy,va,...,0,} um conjunto ordenado de vetores

de um espaco vetorial V. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) « é uma base de V;

(ii) cada vetor v em V pode ser escrito de modo unico na forma

V= a1V + AVs + - - - 4+ apU,.
Demonstracao Suponhamos que « ¢ uma base de V. Tomemos v € V.

Como « gera V, existem niimeros reais ay, as, ..., a, tais que
V= a1y + agvg + -+ + apvy, . (1)

Para mostrar que a combinagao linear em (1) é inica, suponhamos que exis-
tem

bi,be,...,b, em R tais que

v:blv1+b2v2+---+bnvn. (2)
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De (1) e (2) segue que
(a1 — by)vy + (ag — bo)ve + -+ - + (a, — by)v, = 0. (3)

Como « ¢ independente, a equagdo (3) é satisfeita somente se a; —b; = 0
para todo 1 < j < n, ou seja, se b; = a; para todo 1 < j < n. Como
v € V foi tomado de modo arbitrario, (ii) segue. Suponhamos agora que «
tem a propriedade de que cada vetor v em V pode ser escrito de modo tinico
como combinagao linear dos elementos de a.. Pela definicao de espago gerado,
claramente « gera V. Para mostrarmos que « ¢ independente, consideremos
a equagcao
kivy + kovg 4 - - - + kpu, = 0.

Como 0 = O0vy + Ovg + - - - 4 Ov,, e esta escrita é dnica, segue que k; = ky =
o=k, =0. [

Os nameros reais ai, as, ..., a, que aparecem no Teorema 3.3.1 sao cha-

mados coordenadas de v na base a. A matriz n x 1
ai
a2
an

denotada por [v],, é chamada a matriz das coordenadas de v na base . Por

exemplo, se a ¢ a base canodnica de R? e v = (1,2, 1), entao

Tomemos agora 3 = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}, que ¢ uma base de R3. Entao

0

—_

[v]g =

—_
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Geometricamente, o vetor v se localiza em uma mesma posi¢ao no espaco car-
tesiano, porém o modo como ele é determinado no espago depende da base
com a qual estamos trabalhando. Os vetores de uma base de R?® (respec-
tivamente R?) especificam um sistema de coordenadas no espaco cartesiano
(respectivamente no plano cartesiano).

Observamos que a matriz das coordenadas de um vetor em relacao a uma
base o nao depende apenas de «, mas também da ordem na qual escrevemos
0s seus vetores, jA que uma mudanca na ordem dos vetores da base implica
numa mudanca correspondente da ordem das entradas da matriz. Dessa
forma, uma base de um espaco vetorial serd sempre considerada como um

conjunto ordenado de vetores.

O préximo teorema mostra que um conjunto gerador de um espago veto-

rial V' sempre contém uma base de V.

Teorema 3.3.2. Sejam vy, v, ..., v, vetores nao nulos que geram um espaco
vetorial V. Entao, dentre estes vetores, podemos extrair uma base de V.

Demonstragdo Consideremos oy = {v1,v9,...,0,}. Devemos extrair um
conjunto linearmente independente de ag. Se g € linearmente independente,
entao ag é uma base de V, e a demonstracao termina aqui. Se g € linear-
mente dependente, segue do Teorema 3.2.3 que existe um vetor de ag que
pode ser escrito como combinacao linear dos demais. Sem perda de generali-
dade, suponhamos que este vetor seja v, , ou seja, que v,, € uma combinacao
linear de vy, vq,...,0,—1. O conjunto oy = {vy,vs,...,v,_1} ainda gera V.
(Por qué? Veja Problema 2.7). Se «; ¢ linearmente independente, entao
a1 ¢ uma base de V. Se a; ¢é linearmente dependente, entao um dos veto-
res de oy, digamos v,_;, € uma combinacao linear dos demais. O conjunto
ay = {v1,v9,...,0,_o} ainda gera V. Se s é linearmente independente,
entao as é uma base de V. Se ay é linearmente dependente, prosseguimos
como anteriormente. Apo6s uma quantidade finita de passos, obteremos um
conjunto «a, formado por n — r vetores (0 < r < n — 1) linearmente indepen-

dentes que ainda geram V. |
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O proximo resultado generaliza o Teorema 3.2.2.

Teorema 3.3.3. Seja V um espaco vetorial gerado por um conjunto finito
de vetores vy, vo,...,v,. FEntlao, qualquer conjunto com mais de n velores
de V' € linearmente dependente. (Consequentemente, qualquer conjunto de
vetores de V' linearmente independente tem no mdzimo n vetores).

Demonstracao Consideremos a = {vy,vs,...,v,}. Pelo Teorema 3.3.2, po-
demos extrair de o uma base de V. Suponhamos sem perda de generalidade
que B = {v1,v9,...,v,} seja esta base (notemos que 1 < r < n). Conside-
remos agora wi, Ws, . .., W, vetores de V', com m > n. Vamos mostrar que
estes vetores sao linearmente dependentes. De fato, como 5 é uma base de

V, existem ntimeros reais a;; (1 <i<m,1 <j <r) tais que

(
w1 = a11V1 + a12V2 + - - - + A1V,

W = A21V1 + A22V2 + + + + + A2 Uy

L Wm = Gm101 + AoV + -0+ QU

Se 1wy + Tows + - -+ + Tpwy, = 0, segue de (4) que
(a1 + a1 2o + -+ + g1 Tp)V1 + -+ (5)
+ (alrxl + Qop o + - - - + amrxm)vr =0.

Como f é linearmente independente, a equagdo (5) nos fornece o sistema

linear homogéneo

1121 + a9 o + -+ + A1 Ty, = 0

1,01 + Q2p T + -+ A ATy, = 0

que tem r equagoes e x1, T, ..., T, como incognitas. Como r < m, o Coro-
lario 2.2.7 garante que o sistema linear em questao admite infinitas solugoes.
Logo, ele admite uma solucao nao trivial, ou seja, existe uma solu¢ao com

algum x; nao nulo. Portanto, os vetores wy, ws, ..., w,, sao dependentes. W
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Um espaco vetorial nao nulo V' é chamado de dimensdo finita se con-
tém um conjunto finito {vq, vy, ..., v,} de vetores que constitui uma base de
V. Se nao existir um tal conjunto, dizemos que V' é de dimensao infinita.
Convencionamos que o espaco vetorial nulo ¢ um espaco de dimensao finita.

O proximo resultado, que é uma consequéncia do Teorema 3.3.3, nos
garante que todas as bases de um espaco vetorial de dimensao finita tém o

mesmo numero de elementos.

Teorema 3.3.4. Sejam o = {vy,vq,...,0,.} e f = {wy,ws,...,ws} duas
bases de um espago vetorial V. Entdo, r = s. Além disso, se A = (a;;) e

B = (b;j) s@o as matrizes com coeficientes reais tais que

r r
v = E aijwj e U)j = E bjkvk,
j=1 k=1

entao AB = 1.

Demonstracao Como « gera V e  é um conjunto linearmente indepen-
dente, segue do Teorema 3.3.3 que s < r. Por outro lado, como 5 gera V e «
¢ um conjunto linearmente independente, segue do Teorema 3.3.3 que r < s.
Portanto, r = s.

Sejam A e B tais que

r T
V; = E a; ;W € W; = E bjkvk-
j=1 k=1

. Logo
T ' T
Uy = ijl ajjw; = 23:1 @ij (Zk:l bjkvk)
o n n
= Y (S agta) v
Como os v;, © = 1,...,r formam um conjunto linearmente independente, isto

acarreta (justifique) que
T

Z az’jbjk = ik,

j=1
logo AB =1, provando a parte que faltava do resultado. |
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3.2 Dimensao

O numero de elementos de uma base de um espago vetorial V' de dimensao
finita é chamado de dimensao de V e denotado por dim V. Convencionamos

que se V' é o espaco vetorial nulo, entao dim V' = 0.

Exemplo 3. R" e M(m,n) sdo espagos vetoriais de dimensao finita. A di-
mensao de R™ é n, ji que a base candnica de R™ tem n elementos (ver Exemplo
1). Por esta razao, R" é chamado de espago n-dimensional. Os espagos veto-
riais R? e R? sdo usualmente chamados de espacos bidimensional e tridimen-
sional, respectivamente. Ja a dimensao de M(m,n) é m - n (ver Exemplo
2). O espago vetorial R[z|, introduzido por Peano e que apresentamos no
Exemplo 3 da Secao 1, Capitulo 1, é um espaco vetorial que tem dimensao
infinita. De fato, tomemos n € N\ {0} e suponhamos que oo = {p1,...,p,} ¢
uma base de R[z]. Observemos que qualquer combinagao linear dos elemen-
tos de o tem grau no maximo M, onde M = max{grau(p;); 1 < i < n}.

= M+ estd em R([x], mas ndo pode ser escrito como

Assim, o polinémio ¢(z)
combinagao linear dos elementos de a. Portanto, a nao forma uma base de
R[z]. Como n foi tomado de modo arbitrario, vemos que nenhum conjunto

finito de vetores em R[z] constitui uma base para este espago vetorial.

Vimos no Teorema 3.3.2 que em espacos vetoriais V' de dimensao finita,
um conjunto gerador contém sempre uma base de V. A seguir, veremos que

um conjunto linearmente independente estd contido em alguma base de V.

Teorema 3.3.5. Qualquer subconjunto linearmente independente de um es-
paco vetorial V' de dimensao finita pode ser completado de modo a formar
uma base de V.

Demonstracdo Suponhamos dimV = n. Seja o = {w;,ws,...,w,} um
conjunto de vetores linearmente independentes de V. Pelo Teorema 3.3.3,
r < n. Se a gera V, entao a é uma base de V, e a demonstracao acaba
aqui (neste caso, r = n). Se « nao gera V, entdo existe um vetor de V
que nao pertence ao espaco gerado por . Chamemos este vetor de w, .

O conjunto {wy,ws, ..., w41} é linearmente independente. (Por qué? Veja
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Problema 2.9). Se este conjunto gera V, temos entao uma base de V que
contém «. Caso contrario, prosseguimos usando o argumento acima. Como
nao podemos ter mais do que n vetores independentes em V', ap6s um ntmero
finito de passos teremos obtido uma base de V' que contém os vetores de .
[ |

Terminamos esta secao apresentando um resultado que envolve a nocao de
dimensao para subespacos. Mais precisamente, mostraremos que a dimensao
de um subespaco W de um espaco vetorial de dimensao finita V' nao pode
exceder a dimensao de V' e que a tinica maneira de W ter a mesma dimensao

de V ¢ sendo igual a V.

Teorema 3.3.6. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Se W € um
subespaco de V', entao W tem também dimensao finita e dimW < dim V.
Além disso, se dim W = dim V', entao W = V.

Demonstragdo Se W = {0}, W tem dimensao finita. Se W # {0}, tome
wy; € W com wy # 0. O conjunto oy = {w;} é independente. Se oy gera W,
entao o é uma base de W. Assim, W tem dimensao finita igual a 1. Se ay
nao gera W, existe wy € W com we ¢ G(wy). O conjunto ay = {wq, wy} é
independente. Se oy gera W, entao W tem dimensao finita igual a 2. Se ay
nao gera W, prosseguimos com o raciocinio anterior. Como dim V' ¢ finita,
digamos n, e qualquer conjunto independente de V' tem no méximo n vetores,

existe m € N'\ {0} com m < n tal que
O = {wy, wa, ..., Wy}

¢ uma base de W. Isto prova que W tem dimensao finita e que dim W = m,
com m < n.

Suponhamos agora que dim W = dim V' = n. Seja f = {wy, we,...,w,}
uma base de W. Suponhamos que W # V. Como W C V, existe entao um
vetor de V' que nao estd em W. Chamemos este vetor de v. Como v ¢ W,
o conjunto {wy,ws,...,w,,v} é um conjunto de vetores de V linearmente
independente. Como este conjunto tem n + 1 vetores e dimV' = n, temos

uma contradi¢ao. Portanto, de fato, W = V. [ |
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Observe que a demonstracao da primeira parte do Teorema 3.3.6 nos
d4 um método para acharmos uma base de um subespaco. Em particular,
mostramos que todo espaco vetorial nao nulo de dimensao finita tem uma

base.
Problemas

3.1* Seja V um espaco vetorial tal que dim V' = n. Prove que:

(a) n vetores linearmente independentes de V' formam uma base de V;

(b) n vetores que geram V' formam uma base de V.

Em geral, para mostrar que um conjunto de vetores o € uma base de um
espaco vetorial V, devemos verificar que os vetores em « sao linearmente
independentes e que geram V. No entanto, se soubermos que V' tem dimensao
n e que a tem n elementos, entao para que o seja uma base de V', basta
verificar que os seus elementos sao linearmente independentes ou que geram

V', pois uma condi¢cao automaticamente implica a outra. Ou seja, o trabalho

de verificar se a € uma base fica simplificado!

3.2*% Seja V o espaco vetorial das matrizes simétricas 2 x 2. Mostre que

dim V' = 3 e exiba uma base de V.

3.3* Sejam U e W os seguintes subespacos de R*:
U={(a,b,c,d); b+c+d=0}, W ={(a,b,c,d); a+b=0,c=2d}.

Ache uma base e a dimensao de

(@)U, M)W, (Unw, (d)U+W.
3.4 Seja o = {vy,v9,v3}, onde vy = (1,1,0), vo = (0,1,—1) e v3 = (2,0, 2).
(a) « é linearmente independente ou dependente? Justifique a sua resposta.
(b) Obtenha 8 C « tal que § é independente e que G(f) = G(«).
(¢) Qual a dimensao de G(«)? Justifique.

3.5 Seja U um subespaco de um espaco vetorial V' de dimensao finita. Mostre

que existe um subespaco W de V tal que V=U ¢ W.
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3.6 Determine se as matrizes

S K S IR

formam uma base de M(2,2).

3.7 Determine a dimensao do espago vetorial de todas as matrizes 3 X 3

triangulares superiores.

3.8 Seja A uma matriz 3 x 3. Por que o conjunto I, A, A%, ..., A% é linear-

mente dependente?

3.9 Determine a dimensao do espaco vetorial de todos os polinomios p de

grau < 4 tais que p(1) = 0.
3.10 Seja W o subespago vetorial de M(2,2) dado por

W:{[a b] : a:dec:a+b}.
c d

(a) Qual a dimensao de W?

(b) O conjunto
1 -1 2 1
0 1| |3 4

é uma base de W? Por qué?

3.11 Encontre uma base e a dimensao do conjunto solucao dos seguintes

sistemas:
rT+2y—22—t=0
r+y—224+t=0
(@) Jz+y+z+t=0

20+ 2y — 42+ 2t =0.
r+2y+324+2t=0;

3.12 Podemos ter uma base de R[z], formada por n + 1 polindémios de grau

n? Justifique a sua resposta.

3.13 Encontre as coordenadas de:
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(a) u = (1,—1) em relagao a base {(2, —4), (3,8)} de R
(b) (1,—1) em relagao a base {(1,1),(0,2)} de R?;
(c) p(z) =2+ 2 — 22 em relagdo a base {1 + z,1 + 2%,z + 2%} de R[z]s.

S
I

3.14 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja & uma base de V.

Mostre que:
(a) [v+ w]a = [V]a + [w]a para quaisquer v e w em V;

(b) [cv]a = c[v] para todo v em V e para todo ¢ € R.

3.15 Sejam U e V espacos vetoriais, de dimensoes r e s, respectivamente.
Mostre que o espaco vetorial U x V| definido no Problema 1.5, do Capitulo

1, tem dimensao r + s.

Sugestao Se {uy,...,u,} ¢ uma base de U e {vy,...,vs} € uma base de V,
mostre que {(u;,0); 1 <i<r}U{(0,v;); 1 <j<s}é&umabasedeU x V.

3.16 Sejam U e W subespagos de um espago vetorial V' tais que UNW = {0}.
Sejam {uy,...,u.} e {wy,...,ws}, respectivamente, bases de U e W. Mostre
que {u;; 1 <i<r}U{w;; 1 <j<s}éuma base de U+ W. Conclua que
dim(U + W) =dim U + dim W.

4 Espaco Linha de uma Matriz

Nesta secao vamos apresentar um método para encontrar uma base de
subespacos de R", usando as transformacoes elementares nas linhas de uma
matriz.

Para uma matriz m X n

a1 a19 N AT

a921 9292 Ce Aoy,

Am1 Am2 ... Qmn
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0s vetores
U1 = (aua a12, ... ,Chn)
Vg = (CL217 a2, . .. 7a2n)
Um = (amlu Am2, - - - ;amn)

em R” formados pelas linhas de A sao chamados os vetores linha de A. O
espaco G(vy, ..., v,) gerado pelos vetores linha de A é chamado espaco linha
de A e denotado por L(A). Note que L(A) é um subespago de R™.

O espaco linha de uma matriz nao se altera ao aplicarmos transformacoes

elementares. De fato, se A = [a;;] € uma matriz m x n, é facil verificar que

Gv1,. . Viy e Uy U) = G(U1, 0, Vs, Uy,
Gty V) = G, oo kv, o) (K #£0),
G(v1,. .y Viy o Uy, Uy) = G, .o v + K0y, 0, U) (K€ R).

Em outras palavras,
L(A)=L(B), onde B=-¢e(A), come: L; <> L;;
L(A) = L(B), onde B =e(A), com e: L; — kL; (k # 0);
L(A)=L(B), onde B =e(A), com e: L; — L + kL; (k € R).
Disto decorre o seguinte importante fato:

Duas matrizes equivalentes geram o mesmo espaco linha.

O proximo resultado mostra como obter uma base para o espaco linha de

uma matriz.

Teorema 3.4.1. As linhas nao nulas de uma matriz A, na forma escalonada
e equivalente a uma matriz A, formam uma base para o espacgo linha de A.
Demonstracdo Sejam A uma matriz m x n e A = [@;;] uma matriz na

forma escalonada equivalente a A. Suponhamos que A tem p linhas néo
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nulas e consideremos os vetores

U1 = (&11, .- 7d1n)
vy = (Go1, . . ., Q2n)
Up = (dply--'adpn)

formados pelas linhas néo nulas de A. Pelo que vimos anteriormente, £(A) =
L(A) = G(vy, v, ... ,Vp), j& que A é uma matriz equivalente a A. Vamos
mostrar que {vi,vq,...,v,} ¢ linearmente independente. Para cada 1 <
1 < p, seja k; a coluna na qual aparece o primeiro elemento nao nulo da
1-ésima, linha de fl, ou seja a;, = 1 e a;; = 0, se [ < k;. Suponhamos que

a vy + - -+ + apv, = 0, que reescrevemos como segue:

a1(07...,0,C~L1]€1,*,...7*, 0 ,...,O, ceey *)
+oan(0,...,0, 0 ,0,...,0, dopyse.ns0, oony %)

onde % representa um nimero real.

Logo, a igualdade de vetores, acima, nos fornece um sistema de equacoes

lineares nas incognitas ai, as, . .., a,, 0 qual contém as equagoes
aldlkl == (Zp&pkp =0.
Como a;;, = 1, para todo i =1,...,p, segue que a; = ag = --- = a, = 0.
Portanto, {vy, va, ..., v,} gera L(A) e é linearmente independente, ou seja,
{v1,v2,...,v,} forma uma base de L(A). |

Corolario 3.4.2. O posto ps4 de uma matriz A é o nimero mdzimo de linhas

linearmente independentes da mesma. Mais precisamente, px = dim L(A).
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Demonstracao A dimensao do espaco linha de uma matriz é igual ao
nimero maximo de linhas linearmente independentes da mesma. Como o
espaco linha de uma matriz é igual ao espaco linha de uma matriz escalonada
equivalente a ela, sua dimensao ¢ igual ao nimero de linhas nao nulas dessa

ultima, que é igual ao posto da matriz. [ |

O exemplo a seguir nos mostrara como o Teorema 3.4.1 pode nos ajudar

a determinar o espaco gerado por vetores em R”.

Exemplo 1. Determine uma base do espaco gerado pelos vetores vy =
(1,-2,0,0,3), vo = (2,-5,-3,-2,6), v3 = (0,5,15,10,0) e vy = (2,6, 18,8, 6).

O espacgo gerado pelos vetores vy, vg, v3 € v4 € 0 espaco linha da matriz

1 -2 0 0 3
2 _5 _3 _—
. 5 =3 =2 6
0 5 10 10 O
2 6 18 8 6

Reduzindo esta matriz & forma escalonada obtemos a matriz

1 00 -2 3
~ 01 0 -1 0
A=

0 0 1 1 0

0 0O 0 0

Os vetores linha nao nulos da matriz A sao os vetores w; = (1,0,0, -2, 3),
wy = (0,1,0,—1,0) e w3 = (0,0,1,1,0). Estes vetores formam uma base
para o subespaco de R® gerado por vy, vg, v3 € vy.

Assim, se W = G(vy, vq, v3,v4), entao

W: G(wl,wz,U)g)
= {zw; +ywy + zws; x,y,z € R}
= {(L%Z’,—QI —y‘|‘2’73517), X, Y,z € R}

Problemas
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4.1* Seja U o subespaco de R* gerado pelos vetores
w = (1,-2,3,-3), uy=1(2,3,1,-4), wusz=(3,8,—-3,-5).
(a) Ache uma base e a dimensdo de U.

(b) Estenda a base de U a uma base de todo o espago R*.

4.2*% Seja U o subespaco de R* gerado pelos vetores
up = (2,4,-2,6), wuy=(1,2,1/2,—1) e ug = (3,6,3,—7)
e seja W o subespaco de R?* gerado pelos vetores
wy = (1,2, —4,11) e wy = (2,4,-5,14).
Mostre que U = W.
4.3 Determine se (1,1,1), (1,2,3) e (0,3,1) formam uma base de R3.
4.4 Ache uma base e a dimensao do subespaco W de R* gerado por

wy = (—1,4,2,-1), wy=(1,-3,-1,2) e ws=(4,—10,-2,10).

Estenda a base de W a uma base de todo R2.

4.5 Encontre os vetores da base canonica que podem ser acrescentados ao

conjunto {vy, v, v3} para formar uma base de R®, onde

v = (1,-4,2,-3,0), vy =(—3,8,—4,6,0) e v3=(0,—1,2,5,—4).
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